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Prefaci
 Aquest llibre estén i completa els apunts que havíem preparat per a les classesd’Electrodinàmica Clàssica i que hem utilitzat al llarg d’uns quants cursos. Preténsobretot ser una eina docent per a aquesta assignatura de la llicenciatura de Físicaa la UB, i aquest objectiu es veu reflectit en el contingut del text. Una bona partde l’assignatura consisteix en uns fonaments de relativitat especial, que despréss’apliquen a l’estudi de l’electrodinàmica clàssica pròpiament dita.
 Dels textos publicats sobre aquests temes no en vàrem trobar cap que enssatisfés prou per seguir-lo com a llibre de text i recomanar-lo als nostres estudiants;sigui perquè el nivell era massa elemental o massa avançat per als nostres propòsits,perquè el formalisme matemàtic era massa antiquat o perquè era massa elaborat,etc. I així vàrem embolicar-nos en aquesta aventura.
 La teoria de la relativitat constitueix, sens dubte, una de les teories que vanrevolucionar la física del segle xx i de ben segur que interessa un públic més ampli,que també hem tingut present en la redacció del text. Tanmateix, aquest no ésun llibre elemental sobre la teoria especial de la relativitat. D’aquests ja n’hi ha,i força, tant d’un nivell divulgatiu com d’una dificultat primària.
 Hem suposat que el lector té ja adquirits els coneixements bàsics de matemà-tiques i física d’un estudiant que comença el segon cicle d’una llicenciatura deciències o d’una enginyeria.
 Per bé que no n’hem fet una separació explícita, en el sumari s’hi distingeixendues parts: els nou primers capítols es dediquen a la teoria especial de la relativitati la resta, a l’estudi d’alguns temes escollits d’electrodinàmica clàssica, amb unenfocament relativista.
 Alguns apartats, i també alguns capítols sencers, són d’un nivell més avançatque el que correspondria a un text com ara aquest. Els uns i els altres estan indicatsamb un † i el lector en pot prescindir si vol, sense que això afecti la lectura ni lacomprensió de la resta. Ens hem decidit a afegir-los perquè són interessants per aaquell lector que vulgui aprofundir en la teoria de la relativitat i perquè enllacenamb el contingut del llibre sense cap discontinuïtat. (Per exemple, el capítol 7 seràessencial per a qui vulgui estudiar més endavant la teoria general de la relativitat.)
 Hem volgut fugir d’una exposició massa formal amb un llenguatge matemàticmassa complicat, això hauria reduït els nostres lectors als físics teòrics, i hemprocurat allà on ha estat possible basar-nos sobretot en raonaments i discussions,

Page 12
                        

14 Prefaci
 i il.lustrar l’exposició amb exemples i la descripció d’experiments. Així, en aquellspassatges que implicaven una deducció matemàtica massa detallada, que restariafluïdesa a l’exposició principal, hem optat per desplaçar els detalls matemàtics aun apèndix de final de capítol.
 A fi de motivar la necessitat del canvi conceptual que representa la transició dela física newtoniana a la relativista, en els capítols inicials hem fet un breu repàsde la física a finals del segle xix. Tanmateix, no ens hem mantingut fidels al queseria una presentació històrica dels conceptes, ni ho preteníem. Un exemple clard’aquest fet és l’enfocament que hem donat a la introducció de la força de Lorentzrelativista al capítol 8.
 Tot i que el to general del llibre és força deductiu, hem volgut anar més enllàd’exposar els principis de la teoria i desenvolupar-ne el formalisme, com es podriaesperar de dos físics teòrics. Com que es tracta d’un llibre de física, sempre queens ha estat avinent hem procurat parar atenció a experiments i observacions querequereixen de la relativitat especial per ser entesos. Alguns els hem comentat iexplicat amb un cert detall. I aquesta tasca no ha resultat gens fàcil. D’entrada,per les diferències entre el llenguatge dels experimentals i el dels teòrics, peròtambé perquè cada experiment integra coneixements de moltes branques de lafísica alhora i presentar-los junts, d’una manera comprensible i en un format reduït,no és senzill. Com a exemple, l’explicació i la interpretació de les mesures recentsde propagació supralumínica de llum en un medi ens ha obligat a escriure uncapítol sencer, el 13, com a preparació.
 Per a teòrics com nosaltres descriure experiments és arriscat, en particularperquè és fàcil que se’ns escapi alguna impertinència. Més si es té en compte lavarietat dels temes inclosos: astronomia, física nuclear, òptica, etc. És un risc quehem cregut que valia la pena córrer. Per tal d’evitar les imprecisions en allò quefos possible hem procurat l’assessorament de col.legues especialistes en cada tema.Volem agrair a en Robert Estalella, en Josep M. Paredes, en Francesc Salvat, enGaspar Orriols i en Luis Navarro la paciència de llegir i corregir aquells passatgessobre els quals els hem demanat l’opinió.
 Hem de donar les gràcies especialment a en Jaume Carot per haver-se prestat afer una lectura general del manuscrit. Els seus comentaris, crítiques i suggerimentsens han permès fer el text més llegible i eliminar inconsistències. I finalmenttambé a n’Anton Carrasco i n’Albert Compte pel seu esforç en el mecanografiat ila realització de les figures.
 Josep LlosaAlfred MolinaUniversitat de BarcelonaBarcelona, juny de 2004
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Capítol 1
 Física prerelativista
 1.1 Sistemes de referència i mesura del temps
 Quan diem: «Quedem a la porta de la facultat demà a les 8 del matí», elscompanys de feina o els estudiants de la facultat entendran fàcilment la cita ipodrem trobar-nos. Si ho hem de fer entendre a un físic japonès que mai no havingut a Barcelona haurem de precisar molt més, situar la facultat a Barcelona ifer-li saber la diferència horària entre Barcelona i el Japó. Encara en aquest casresulta fàcil perqué ja hi ha una sèrie de convencions horàries comunes i estem ala Terra. Però imaginem ara que la cita és amb un extraterrestre que ens visita iha de venir d’una altra galàxia ja tindríem dificultats per situar-li la Terra dins dela nostra Galàxia, comptant que poguéssim dir-li on és la Via Làctea, car hauríemde buscar un sistema de referència comú. Per dir-li l’hora hauríem de sincronitzarels rellotges i donar-li la durada de l’interval que anomenem segon.
 Per poder descriure els fenòmens cal situar-los en l’espai i el temps. Estemacostumats a donar tres quantitats (coordenades) per determinar la posició i unaper a l’instant de temps. La correspondència entre aquestes quantitats i la posiciói el temps d’un esdeveniment implica una sèrie de protocols, operacions i convenistàcits que intentarem analitzar al llarg d’aquesta secció. Aquests convenis inclouenl’elecció d’un espai de referència, les mesures en aquest espai (per exemple, permitjà de fils «inextensibles»), la mesura de duracions per mitjà d’un sistema derellotges, etc.
 Un dels objectius de la física és descriure les lleis d’evolució de determinatsfenòmens. En particular la mecànica s’ocupa de les lleis del moviment dels cossos.Quan afirmem que un cos es mou volem dir que canvia la seva posició, però noméspodem adonar-nos que una cosa canvia si la comparem amb una altra que, perdefinició, roman invariable. Per aquesta raó, és essencial per a l’estudi de lamecànica disposar d’un cos, o un sistema de cossos, que per convenció considereminvariable i prenem com a referència.
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16 Capítol 1. Física prerelativista
 1.1.1 L’espai
 El concepte d’espai que tenim i que acostumem a donar per sentat l’hem ad-quirit a partir de l’experiència quotidiana. Està vinculat a l’escorça terrestre, elsedificis, les parets de l’habitació, la taula del laboratori, etc. És a dir cossos o sis-temes de cossos amb una configuració relativa rígida, que no canvia. Un sistemade cossos amb aquesta propietat, així com la seva prolongació ideal, constitueixun espai de referència.
 Per tal de comprendre millor la importància d’aquesta configuració rígida po-dem fixar-nos, per exemple, en el fet que els objectes que suren sobre l’aigua delmar no mantenen una posició relativa constant i no són, per tant, una bona re-ferència, tampoc ho són els líquids o els gasos. D’aquí que, en l’antiguitat, elsnavegants haguessin de mantenir la costa a la vista per no perdre’s. Posterior-ment, amb uns millors coneixements d’astronomia, els estels fixos (anomenats aixíperquè mantenen la seva posició relativa mentre la volta del cel fa la seva rotaciódiària) els van proporcionar una referència parcial per a la navegació nocturna:d’una banda, els permetia determinar la latitud, però per conèixer amb fiabilitat lalongitud calia a més un rellotge per mesurar la diferència horària entre el meridiàdel lloc i el meridià origen.1
 L’expressió repòs relatiu està íntimament relacionada amb el concepte de siste-ma rígid, ja que si un sistema de punts està en repòs relatiu, les relacions geomè-triques entre les seves parts no canvien. En particular, la distància entre qualsevolparella de punts es manté constant. Aquesta és precisament la definició de sistemarígid o de moviment rígid.
 Un sòlid rígid és un cos en què les forces de lligam entre les seves parts ga-ranteixen que en qualsevol circumstància aquestes segueixen un moviment rígid.Tanmateix, un conjunt de punts pot seguir un moviment rígid sense que hi ha-gi cap lligam físic manifest entre ells. Pensem en una esquadra d’avions de volacrobàtic en què els pilots es conxorxen per mantenir sempre la mateixa formació,amb distàncies constants entre els aparells.
 Un sòlid rígid és un objecte ideal. A la natura no hi ha cossos rígids, si bédeterminats cossos es poden considerar aproximadament rígids, segons el grau deprecisió que volguem donar a la descripció. Així, per descriure el moviment d’ungiroscopi d’acer, el considerarem rígid, mentre que en l’estudi de la propagaciód’ones acústiques en una barra del mateix material haurem de considerar l’acercom un sòlid elàstic.
 L’espai de referència construït així es regeix per les lleis de la geometria eu-clidiana. Aquesta és una propietat empírica que se sustenta sobre l’experiènciacontinuada dels constructors, els navegants, els astrònoms, etc.2
 1No es va disposar d’un rellotge prou estable i precís fins a mitjan segle xviii. Vegeu So-
 bel, D., La longitud. La veritable història d’un geni solitari [...], Edicions 62, (Barcelona,1997).
 2La validesa d’aquesta propietat no té res a veure amb la consistència dels postulats d’Euclides,ni amb la qüestió que va romandre oberta fins a començaments del segle xix referent al postulat
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1.1. Sistemes de referència i mesura del temps 17
 L’any 1821 Gauss va intentar comprovar si l’espai físic responia als axiomesde la geometria euclidiana. L’experiment va consistir a mesurar els angles d’untriangle d’uns 100 km de costat per veure si sumaven 180. No trobà cap desviaciódins de l’error experimental, que era de l’ordre de 0,7 segons d’arc. La seva validesas’ha d’entendre restringida a la precisió dels aparells de mesura de l’època i tambéal domini dels fenòmens considerats.
 Per fer mesures en l’espai necessitem un patró de longitud que hem de poderconsiderar invariable. A més, com que hem d’aplicar-lo en qualsevol lloc i ambqualsevol orientació, no haurà de canviar si el sotmetem a moviments de translaciói de rotació. La realització d’aquest patró de longitud ha de ser feta doncs d’unmaterial tan rígid com sigui possible (igual que els cossos de referència).
 En un espai de referència donat —que ja hem dit que per a la mecànica clàssicaserà euclidià— podem assignar a cada punt tres nombres o coordenades que ensserviran per identificar-lo. Un sistema de coordenades és una manera d’etiquetarcada punt de l’espai amb una terna de nombres.
 Donat l’espai de referència, hi ha molts sistemes de coordenades diferents (car-tesianes rectangulars, obliqües, esfèriques, cilíndriques, etc.). El fet d’escollir-nel’un o l’altre depèn de la conveniència en cada problema concret.
 En general, són especialment útils els sistemes de coordenades cartesianes per-què estan molt relacionats —per la seva pròpia construcció— amb les propietatsmètriques de l’espai euclidià de referència. Un sistema de coordenades cartesia-nes és definit per tres eixos ortogonals concurrents en un punt O que anomenemorigen de coordenades. Les coordenades (x, y, z) d’un punt P són les longitudsamb el signe corresponent dels segments que van de l’origen O a les projeccionsortogonals de P sobre els tres eixos, OPx, OPy i OPz . (Notem com les nocionsmètriques de distància i ortogonalitat intervenen en la determinació dels valorsd’aquestes coordenades.)
 Entre d’altres propietats, les coordenades cartesianes tenen la virtut que ladistància entre dos punts ve donada pel teorema de Pitàgores: el quadrat de ladistància entre dos punts P i Q és igual a la suma dels quadrats de les diferènciesentre les coordenades:
 dPQ =√
 (xP − xQ)2 + (yP − yQ)2 + (zP − zQ)2 . (1.1)
 Les coordenades cartesianes (x1, x2, x3) i (x′1, x′2, x
 ′3) d’un mateix punt de l’es-
 pai segons dos sistemes de coordenades, K i K′, respectivament, estan relacionadesper una llei de transformació del tipus:
 x′i =
 3∑
 j=1
 Rij(xj −Aj) , (1.2)
 on Rij , i, j = 1, 2, 3, és una matriu ortogonal, és a dir una matriu que té lapropietat RR⊤ = 1, i dóna compte de la diferent orientació dels d’eixos coordenats
 de les paral.leles.
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18 Capítol 1. Física prerelativista
 de K i K′, mentre que Aj són tres nombres reals arbitraris que corresponen al fetd’haver escollit diferents orígens de coordenades en els dos sistemes. El conjuntd’aquestes lleis de transformació és el que s’anomena grup euclidià, i inclou totesles transformacions entre sistemes de coordenades per als quals val la llei pitagòrica(1.1), és a dir, que conserven la distància euclidiana.
 1.1.2 El temps
 El concepte de temps està lligat a la idea de canvi. La forma més primitiva ésla de temps psicològic o subjectiu i correspon a l’ordenació que pot fer un individude les seves experiències segons l’abans i el després.
 Els conceptes de causa i efecte estan molt relacionats amb aquesta ordenació.Si un mateix individu observa que l’esdeveniment F es produeix sempre que s’haproduït E, que petites variacions en les condicions de E repercuteixen en petitesvariacions de les condicions de F , i que això mateix observa qualsevol altre indivi-du, llavors s’infereix que E és la causa de l’efecte F . I aleshores es considera quetemporalment E passa abans que F .
 Les lleis físiques s’ocupen de descriure d’una manera quantitativa com es pro-dueixen els canvis, a quin ritme, etc. Per això el paràmetre temps és inevitableen la física. Tanmateix es tracta d’un concepte una mica més elaborat que el queacabem de comentar. Cal poder mesurar duracions d’intervals de temps (d’unamanera objectiva, independent de l’individu) i poder decidir, d’entre qualsevol pa-rell d’esdeveniments, que potser s’han produït en llocs diferents, quin és anteriori quin és posterior. El primer requisit es resol amb l’ajut de rellotges patró i elsegon per mitjà d’un protocol de sincronització o una definició de simultaneïtat.
 La necessitat d’establir un protocol de sincronització no es planteja en el marcde la física newtoniana, en què el temps és absolut, el mateix per a tothom.Aquesta manera d’entendre les coses és, de fet, fruit d’una experiència continuadaque no presentava cap conflicte en el domini d’experiments i observacions de quès’ocupava la física clàssica: si dos esdeveniments són vistos simultàniament perun individu també ho són per a qualsevol altre. L’efecte dels retards diferentsque afectarien els diferents senyals lluminosos que informen cada observador delfet que s’ha produït cada un d’aquests dos esdeveniments és negligible per a lesvelocitats i distàncies de què s’ocupa la física newtoniana i a la precisió amb quès’hi treballa. Deixarem per a més endavant, en el capítol 2, quan sortirem deldomini newtonià, la discussió de possibles protocols de sincronització.
 Per a la mesura de duracions s’utilitzen els rellotges. Cada rellotge es basa enun sistema cíclic, ja sigui la rotació diària de la volta celeste, el moviment anualde la Terra, les oscil.lacions d’un pèndol, les vibracions d’un diapasó, d’un cristallde quars o d’una determinada transició atòmica. Els cicles d’aquest sistema esvan repetint, sempre en les mateixes circumstàncies, de manera que no semblaagosarat prendre la convenció que dos cicles diferents duren el mateix. La con-sistència d’aquesta convenció es basa en la suposició raonable que les mateixes
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1.1. Sistemes de referència i mesura del temps 19
 causes produeixen els mateixos efectes. A més, amb les lleis de la mecànica es potestudiar el moviment ideal d’alguns d’aquests rellotges, o bé les freqüències per auna transició atòmica, i veure si la teoria preveu que el període dels cicles és elmateix.
 Diem que la marxa d’un rellotge és uniforme quan dos cicles qualssevol delrellotge duren el mateix. Una afirmació com aquesta només té un valor relatiu,és a dir, quan comparem la marxa de dos rellotges basats en sistemes diferents.Comparats entre ells mateixos, tots els períodes d’un mateix rellotge són igualsper convenció.
 La rellevància d’aquest comentari ve del fet que si comparem entre ells elsdiversos rellotges esmentats més amunt, la seva marxa relativa no és uniforme.Això planteja el dilema de preferir l’un a l’altre. De fet, la causa de la discrepànciarau en el fet que les circumstàncies que determinen la dinàmica d’un rellotge realsón molt variades i no tenim cap manera de garantir que tots els cicles es produeixinen les mateixes condicions. Per exemple, el període d’un rellotge de pèndol depènde l’amplitud de l’oscil.lació —molt poc, al segon ordre—, l’amortiment degut ala fricció de les diverses parts de la maquinària fa que l’amplitud disminueixi demanera que a la llarga els períodes de les oscil.lacions deixen de ser iguals. O també,si prenem com a sistema cíclic la rotació terrestre, aquesta s’alenteix a causa dela fricció associada al moviment de les marees. I si ens basem en el moviment detranslació anual de la Terra al voltant del Sol, les condicions d’aquesta canviend’un any a l’altre perquè canvia la posició dels planetes veïns que pertorben elmoviment de la Terra.
 Per corregir els efectes d’aquestes possibles variacions s’utilitza una teoria dela dinàmica del rellotge, la qual es basa en la mecànica de Newton, la relativitatespecial o la general segons el sistema que es consideri i la precisió que es vulguiaconseguir.
 Aparentment, doncs, el temps físic és un concepte previ a les lleis de la mecànicai de la física, ja que aquestes lleis són enunciats relatius a mesures d’espai, detemps i de forces. Tanmateix la realitat és més complexa, per corregir la marxadels rellotges reals s’utilitzen teories de la seva dinàmica que es basen en les lleis dela física. Per exemple, en el sistema de mesura del temps basat en les efemèridesastronòmiques, s’introduïen les correccions obtingudes per mitjà de l’anomenadaequació del temps, que tenia compte de la irregularitat del moviment de la Terrad’acord amb la predicció de la mecànica de Newton. La conseqüència de tot plegatés que de fet, i com va remarcar Poincaré,3 el temps físic es defineix de maneraque les lleis de Newton siguin vàlides.
 3Vegeu Poincaré, H., La valeur de la Science, (Capítol II, La mesure du temps), Flamma-rion, (París, 1970).

Page 18
                        

20 Capítol 1. Física prerelativista
 1.1.3 Sistemes de referència
 Un espai de referència junt amb un bon rellotge constitueixen a la mecànicade Newton el que s’anomena sistema de referència o també un observador.
 Quan determinem les relacions entre diversos fenòmens en forma de llei mate-màtica, l’expressió que se n’obté és molt diferent segons el sistema de referènciatriat. N’hi ha uns en què les lleis de la mecànica de Newton són més senzilles, elsanomenem sistemes de referència inercials i són aquells per als quals valen les lleisde Newton de la mecànica. Newton els va caracteritzar pel fet de tenir un movi-ment rectilini i uniforme respecte a allò que ell anomenà espai absolut. Però comque aquest concepte és impossible de manejar físicament, a la pràctica es fa servirla primera llei de Newton per caracteritzar-los. Així, definim sistema inercial ambles dues propietats següents:
 (a) les relacions d’espai determinades amb regles rígids en repòs compleixen leslleis de la geometria euclidiana,
 (b) podem escollir un temps universal en termes del qual una massa puntual nosotmesa a cap acció identificable —de contacte, electromagnètica, gravita-tòria, etc.— roman en estat de repòs o de moviment rectilini i uniforme.
 Els sistemes de referència que s’utilitzen a la pràctica només són aproximada-ment inercials, segons quin sigui el fenomen que es vulgui estudiar. Així, per a unexperiment que duri poc temps (entorn d’una hora) un laboratori fix en la superfí-cie terrestre és un sistema de referència aproximadament inercial. Si l’experimentdura mig dia o més, com per exemple el pèndol de Foucault, els efectes no inercialsde la rotació diària de la Terra ja són notables i cal prendre un sistema de referèn-cia amb l’origen al centre de la Terra i uns eixos orientats segons tres direccionsestacionàries relativament als estels llunyans (el que per raons històriques s’ano-mena els estels fixos). Si l’observació dura mesos, el laboratori aproximadamentinercial adient té l’origen en el centre de masses del sistema solar i l’orientació delseixos és estacionària en els estels fixos, etc.
 Si no diem el contrari, tots els sistemes de referència que utilitzarem seraninercials. En tots ells l’espai és homogeni i isòtrop (és a dir, és igual en qualsevolpunt i en qualsevol direcció) i el temps és homogeni.
 1.2 Principi de relativitat de Galileu
 Quan parlem d’un principi de relativitat volem dir que hi ha tota una classede sistemes de referència per als quals les lleis d’un cert domini de la física tenenla mateixa forma.
 La formulació original del principi de relativitat de Galileu es troba en la segona
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1.2. Principi de relativitat de Galileu 21
 jornada del Diàleg sobre els dos sistemes màxims.4 Després d’esmentar un seguitde fenòmens observats sota la coberta d’una nau: el vol dels insectes, el goteigd’un vas sobre un gibrell col.locat a sota, etc.
 «Salviati: [. . . ] Observeu atentament totes aquestes coses demanera que no hi hagi dubte que ha de ser així mentre el vaixell estàquiet i feu moure la nau amb la velocitat que volgueu; si el movimentés uniforme i no fluctua, d’una banda a l’altra, vos no reconeixereu elmés petit canvi en tots els efectes esmentats i per cap d’ells no podreuescatir si la nau es mou o està quieta [. . . ]»
 i en uns termes més actuals:
 Per mitjà d’experiments de mecànica no podrem posar de manifest l’es-tat de repòs o de moviment uniforme del laboratori.
 Tanmateix l’exemple següent sembla contradir aquest principi. Suposem quedeixem caure un objecte des d’un tren que viatja a velocitat constant respecte alterra. Des del tren veurem que cau a sota nostre, amb una trajectòria rectilínia,mentre que un observador fix a la via veurà que descriu una paràbola. Aparent-ment les «lleis del moviment» de la pedra són diferents en els dos sistemes inercials,el lligat a la via i el lligat al tren. Però si hi pensem una mica més ens adonem queno hi ha aquesta contradicció. La descripció completa de l’experiment és, segons eltren: «una pedra deixada en repòs cau verticalment», i segons la via: «una pedraprojectada horitzontalment cau seguint una paràbola». És més, si la formulem entermes de l’acceleració, la llei és la mateixa en tots dos casos, solament canvienles condicions inicials, que són diferents en els dos sistemes de referència inercials.
 Per poder comparar les lleis de la física expressades en diferents sistemes dereferència ens cal saber com es transformen les magnituds físiques en passar del’un a l’altre. En particular, les coordenades d’espai i de temps, però també lamassa, la càrrega elèctrica, les forces, els camps, etc.
 Aquestes lleis de transformació són el resultat d’hipòtesis basades en l’evi-dència empírica.5 En el cas de les coordenades d’espai i de temps, les lleis detransformació se segueixen de les propietats geomètriques que hem suposat a lasecció (1.1).
 1.2.1 Les transformacions de Galileu
 Són les transformacions que a la mecànica newtoniana relacionen les coorde-nades i el temps, (x1, x2, x3, t) i (x′1, x
 ′2, x
 ′3, t
 ′), segons dos sistemes de coordenadesinercials, K i K′, respectivament.
 4Galilei, Galileo, Diálogo sobre los dos máximos sistemas del mundo ptolomaico y coperni-cano, Círculo de Lectores (Barcelona, 1997).
 5El creixement de l’experiència acumulada pot fer variar aquesta evidència empírica i eventu-alment obligar-nos a variar algunes d’aquestes hipòtesis junt amb les lleis de transformació quese’n deriven, com veurem en el capítol 2.
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22 Capítol 1. Física prerelativista
 Com que el temps de la mecànica newtoniana és absolut, si suposem que elsrellotges de K i K′ són idèntics —bateguen al mateix ritme— la relació de trans-formació ha de ser:
 t′ = t− t0 . (1.3)
 que només permet un canvi en l’origen de temps (t0 és el que indica el rellotge deK quan el de K′ indica 0).
 Per a les coordenades cartesianes d’espai, suposarem que K i K′ han escollit ei-xos amb vectors directors ortogonals unitaris e1, e2, e3 i e′1, e
 ′2, e
 ′3, respectivament,
 no necessàriament paral.lels, i han escollit els orígens de coordenades coincidentsquan t = 0.
 El lloc P ′ de l’espai de referència de K′ caracteritzat per les coordenades(x′1, x
 ′2, x
 ′3) defineix amb O′ el vector
 −−−→O′P ′ ≡ ~x′ = x′1e
 ′1 + x′2e
 ′2 + x′3e
 ′3 .
 Els components són: x′i = e′i · ~x′.En qualsevol instant els llocs de l’espai de referència de K′ estan superposats
 amb els llocs de l’espai de K. En l’instant t = 0, O coincideix amb O′ i P ambP ′, de manera que
 −−→OP =
 −−−→O′P ′, mentre que en l’instant t el lloc P ′ coincideix amb
 un altre lloc Q de l’espai de K. Com que l’espai K′ es mou rígidament en bloc avelocitat
 −→V respecte a K,
 −−→PQ = t
 −→V , i de la igualtat
 −−→OP +
 −−→PQ =
 −−→OQ en resulta
 −−−→O′P ′ + t
 −→V =
 −−→OQ . (1.4)
 Un esdeveniment que s’ha produït en el lloc Q de l’espai de K tindrà unescoordenades xi, i = 1, 2, 3, tals que:
 −−→OQ ≡ ~x = x1e1 + x2e2 + x3e3. Per saber-ne
 les coordenades segons K′, usarem (1.4) i tindrem:
 ~x′ = ~x−−→V t (1.5)
 i també:
 x′j = e′j · ~x′ =
 3∑
 i=1
 Rji (xi − Vit) ,
 on Rji = e′j · ei, i, j = 1, 2, 3, és la matriu ortogonal6 que relaciona els triedresortonormals dels dos sistemes de referència.
 Si a més permetem que els orígens de coordenades de K i K′ no coincideixinen t = 0, obtenim la transformació de Galileu més general:
 x′j =
 3∑
 i=1
 Rji (xi − Vit− bi) , t′ = t− t0 , (1.6)
 6Les transformacions ortogonals són les que conserven l’expressió pitagòrica (1.1) per a ladistància euclidiana. Aquí ens limitarem a les rotacions, que són aquelles que tenen determinantigual a 1.
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1.2. Principi de relativitat de Galileu 23
 on bi són les coordenades segons K de l’origen de coordenades O′ de K′ en t = 0.El conjunt d’aquestes lleis de transformació constitueixen el que anomenem
 grup de Galileu. Aquest grup deixa invariant la distància euclidiana (1.1) i elsintervals de temps per separat.
 Tornem ara a la transformació (1.5) i suposem que ~x(t) és l’equació de latrajectòria d’una massa puntualm segons K. La trajectòria segons K′ serà: ~x′(t) =
 ~x(t) − −→V t. Si derivem respecte a t = t′ obtenim la llei d’addició de velocitats de
 Galileu:~v′ = ~v −−→
 V , (1.7)
 on ~v i ~v′ representen les velocitats de la massa puntual en els sistemes de referènciaK i K′, respectivament.
 Com a conseqüència d’aquesta llei d’addició, les interaccions invariants per lestransformacions de Galileu s’han de transmetre instantàniament, és a dir, ambuna velocitat infinita, ja que d’acord amb (1.7) qualsevol velocitat de transmissiófinita canvia en passar d’un sistema inercial a un altre.
 1.2.2 Invariància galileiana de la mecànica de Newton
 Vegem ara com es transforma la segona llei de Newton sota (1.5). En un certsistema inercial K tenim:
 ~F = md2~x
 dt2. (1.8)
 Si tornem a derivar (1.7), tenim:
 d2~x
 dt2=d2~x′
 dt′2.
 Pel que fa a la massa inert, m, a la mecànica newtoniana és la quantitat de ma-tèria, mentre que ~F és la força resultant de les accions d’altres cossos sobre lamassa puntual considerada. Sembla doncs plausible suposar que ni l’una ni l’al-tra depenen del sistema de referència que descrigui el moviment i les prendreminvariants:
 m = m′ , ~F = ~F ′ . (1.9)
 D’acord amb aquestes consideracions, en el sistema de referència inercial K′, (1.8)es converteix en:
 ~F ′ = m′ d2~x′
 dt′2.
 Les equacions de la mecànica de Newton són les mateixes en K i en K′, ipel que fa al domini de la mecànica tots els sistemes de referència inercials sónindistingibles.
 La notació emprada amb vectors i escalars ja implica el bon comportament sotarotacions i és fàcil comprovar que sota translacions d’espai i de temps l’equació(1.8) no canvia.
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24 Capítol 1. Física prerelativista
 El principi de relativitat també pot enunciar-se dient que les equacions fona-mentals de la mecànica són invariants sota les transformacions de Galileu. Aquestainvariància deixa de valer per a sistemes de referència més generals, els anomenatssistemes rígids, basats en un triedre rígid de referència, però animats de movimentsde translació i rotació arbitraris relativament a un sistema de referència inercial.Tanmateix, per a aquesta classe més àmplia de sistemes la llei (1.8) manté la ma-teixa forma si hi afegim al costat esquerre les forces d’inèrcia corresponents: laforça centrífuga, la de Coriolis i la d’arrossegament.
 1.2.3 Transformacions de Galileu i electromagnetisme
 La teoria de Maxwell de l’electromagnetisme es concreta en les equacions deMaxwell, que, en el buit i en el sistema d’unitats internacional (SI), s’escriuen:
 −→∇ · ~B = 0 ,−→∇ × ~E + ∂t
 ~B = 0 , (1.10)−→∇ · ~E = ρ/ǫ0 ,
 −→∇ × ~B − µ0ǫ0∂t~E = µ0~ (1.11)
 on µ0 = 4π10−7C−2 kg m i ǫ0 = 1/(36π109) C2 kg−1 m−3s2.Hem separat el primer parell d’equacions (homogènies) del segon parell (in-
 homogènies) perquè, com ja veurem en el capítol 8, tenen papers diferents i elscomportaments sota canvis de sistemes de referència també són diferenciats (vegeul’exemple 1.1).
 En ser les variables ~E i ~B vectorials i les dades també vectorials, ~, o esca-lars, ρ, i en ser els operadors vectorials, com ara
 −→∇, o escalar, ∂t, i aparèixer amés combinats com a productes escalars o vectorials, és immediat comprovar queaquestes equacions són invariants sota els canvis de coordenades cartesianes en unmateix sistema de referència:
 x′i =3∑
 l=1
 Rilxl + C′i , t′ = t+ t′0
 amb el benentès que les variables es transformin d’acord amb:
 E′i(~x
 ′, t′) =
 3∑
 l=1
 Ri′lEl(~x, t) , B′i(~x
 ′, t′) =
 3∑
 l=1
 Ri′lBl(~x, t) ,
 j′i(~x′, t′) =
 3∑
 l=1
 Ri′ljl(~x, t) , ρ′(~x′, t′) = ρ(~x, t) .
 Tanmateix les equacions de Maxwell (1.10) i (1.11) no són invariants sota canvisde sistema de referència inercial, com es demostra en l’exemple 1.1.
 Tampoc no és invariant sota transformacions de Galileu l’equació de propagacióde les ones electromagnètiques en el buit, en absència de càrregues i corrents:
 −→∇2 ~E − µ0ǫ0∂t2 ~E = 0 ,
 −→∇2 ~B − µ0ǫ0∂t2 ~B = 0 . (1.12)
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 D’acord amb aquestes equacions, les solucions de les equacions de Maxwell lliuresen el buit són ondulatòries i es propaguen amb una velocitat (µ0ǫ0)
 −1/2, la mateixaen totes les direccions. Aquesta velocitat crítica de l’electromagnetisme té a veureamb la relació entre les unitats electrostàtica i electromagnètica de càrrega elèctricai, amb els valors en el SI que hem donat més amunt, val 3 · 108 m s−1. Weber iKolrausch (1856) van determinar aquesta constant mesurant una mateixa càrregaper mètodes electrostàtics —pel potencial d’una ampolla de Leyden— i per mitjanselectromagnètics —per l’oscil.lació produïda per la descàrrega resultant a travésdel quadre d’un galvanòmetre. El valor obtingut per a aquesta velocitat crítica vaser de 310.740 km s−1. La semblança entre aquest valor i el conegut a l’època pera la velocitat de la llum en el buit van induir Maxwell a considerar que la llum ésun fenomen electromagnètic ondulatori.
 Exemple 1.1 Equacions de Maxwell i grup de Galileu
 Haurem de veure primer com es transformen els camps ~E i ~B sota una trans-formació de Galileu (1.5). Si tenim en compte (1.7), la llei de força de Lorentz:~F = q( ~E + ~v × ~B), l’expressió anàloga per a ~F ′, i el fet que ~F = ~F ′ i q = q′,arribem a:
 ~B = ~B′ , ~E = ~E′ −−→V × ~B′ . (1.13)
 De la transformació (1.5) i d’aplicar la regla de la cadena obtenim que els operadorses transformen d’acord amb:
 −→∇ =−→∇ ′ , ∂t = ∂t′ −
 −→V · −→∇ ′ . (1.14)
 Una llei de transformació plausible per a les densitats de càrrega i corrent seria:
 ρ = ρ′ , ~ = ~ ′ + ρ′−→V . (1.15)
 La primera és conseqüència del fet que tant la càrrega elèctrica com l’elementde volum no canvien en passar d’un sistema de referència a l’altre, mentre que lasegona té compte del corrent de deriva que s’aprecia des de K en veure una densitatde càrrega ρ′ que es mou en bloc a velocitat
 −→V .
 Si substituïm (1.13), (1.14) i (1.15) en (1.10) i (1.11), obtenim que el primer parellés invariant mentre que el segon no ho és.
 Del punt de vista de Maxwell no ha de ser sorprenent que les equacions del’electromagnetisme no siguin invariants sota transformacions de Galileu. En efec-te, per a Maxwell ~E i ~B representen estats de moviment local d’un medi, l’èterelectromagnètic, i no és estrany que en el sistema de referència inercial K0 en quèl’èter és estacionari les equacions de l’electromagnetisme siguin més senzilles. Enqualsevol altre sistema de referència hauríem de tenir en compte els efectes del ventd’èter. En particular, aquests efectes haurien de manifestar-se en un laboratoriterrestre.
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26 Capítol 1. Física prerelativista
 1.3 Electrodinàmica dels cossos en moviment
 L’electrodinàmica de Maxwell va ser completada per Hertz i Lorentz seguintcamins totalment diferents per tal de tenir en compte el moviment dels cossos.
 L’objectiu de la teoria de Hertz és que el principi de relativitat de la mecànicaes pugui estendre d’alguna manera a l’electrodinàmica de Maxwell. Així demanaque les equacions conservin la forma en aplicar una transformació de Galileu. Peraixò substitueix la derivada parcial respecte al temps per una derivada temporalseguint el moviment del cos —un anàleg a les equacions de Lagrange dels mediscontinus— d’aquesta manera quan el cos no es mou es recuperen les equacions deMaxwell.
 Aquests canvis no afecten ni les equacions constitutives ni les equacions enquè apareixen les divergències de ~B i ~D, però sí les equacions en què surten elsrotacionals dels camps, que en l’electrodinàmica de Hertz són (en el buit):
 −→∇ × ~E + ∂t~B − −→∇ × ( ~B × ~v) = 0
 −→∇ × ~B − µ0ǫ0(∂t~E + ~v (
 −→∇ · ~E) +−→∇ × ( ~E × ~v) = µ0~ .
 Lorentz segueix el camí invers; busca les transformacions que deixen invariantl’electrodinàmica de Maxwell davant la impossibilitat experimental manifesta dedetectar efectes electromagnètics en sistemes que es mouen a velocitat constantrespecte a l’èter. Primer troba unes transformacions aproximades a primer ordreen v/c, més tard a segon ordre i finalment, l’any 1904, troba les lleis de transfor-mació exactes. En aquestes lleis el temps es transforma d’una manera que depèndel punt. Això era contrari a la noció que a l’època es tenia del temps absolut. Peraixò, la variable temps que apareix en les seves equacions l’anomena temps local i,segons Lorentz, només és un artefacte matemàtic. Pel que fa a la transformació deles coordenades d’espai, ha de transformar les longituds de manera diferent segonsla direcció. Les longituds paral.leles a la direcció del moviment sofreixen una con-tracció (seguint un suggeriment de FitzGerald) que es justifica per la modificacióde les forces electromagnètiques que en definitiva són les responsables de mantenirl’estructura dels sòlids.
 La intenció d’aquestes teories era explicar els resultats negatius de diversosintents de detectar els efectes electrodinàmics o òptics associats al moviment d’unlaboratori terrestre respecte a l’èter.
 En qualsevol cas l’efecte esperat era petit, per tal com depenia del quocientv/c o del seu quadrat. Així, es parla d’experiments de primer ordre o de segonordre. A continuació n’esmentarem alguns.
 1.3.1 Experiments d’electrodinàmica d’ordre v/c
 L’experiment de Wilson (1905) Una làmina dielèctrica i no magnètica esmou amb velocitat v entre les plaques d’un condensador, immers en un campmagnètic constant H paral.lel al condensador i perpendicular a v. S’observa una
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1.3. Electrodinàmica dels cossos en moviment 27
 sobrecàrrega de les plaques de densitat superficial (ǫ − 1)Hv/c. Aquest resultatabona la teoria de Lorentz contra la de Hertz, segons la qual la sobrecàrrega hade ser ǫHv/c.
 El dispositiu experimental de Wilson consisteix en un condensador cilíndricd’ebonita, que gira al voltant del seu eix, en un camp magnètic paral.lel a l’eix delcilindre.
 L’any 1901 Blondlot va intentar un experiment semblant amb aire com a die-lèctric. En ser l’efecte proporcional a ǫ− 1, la sobrecàrrega no era prou gran perser observable.
 L’experiment de Röntgen (1885) En electricitat tenim càrregues reals i càr-regues associades a la polarització d’un dielèctric. Sobre les cares d’una làminadielèctrica entre les plaques d’un condensador pla hi apareix una distribució su-perficial de càrrega ±(ǫ− 1)ǫ0E (on E és el camp elèctric). En els experiments deRöntgen i d’Eichenwald aquesta làmina dielèctrica té la forma de disc i, en girar,el producte de la càrrega dielèctrica per la velocitat dóna un corrent de conducció.
 1.3.2 Experiments d’electrodinàmica d’ordre v2/c2
 L’experiment de Trouton i Noble (1903) Segons la teoria de Lorentz, uncondensador carregat que es mou respecte a l’èter amb velocitat v ha d’experimen-tar un parell de moment proporcional a v2/c2. A proposta de FitzGerald (1901),Trouton i Noble (1903) van intentar mesurar aquest parell sobre un condensadorsuspès d’un fil elàstic en un laboratori terrestre. El resultat va ser negatiu.
 Un esquema molt simplificat de l’experiment consistiria en el següent (vegeula figura).Representem les plaques del condensadorper dues càrregues puntuals ±q, separadesuna distància r, que es mouen en bloc res-pecte a l’èter amb velocitat ~v, de maneraque estan en repòs relatiu. La força sobrela càrrega positiva serà: ~F = q( ~E+~v× ~B),sent ~E el camp coulombià i
 ~B =−qµ0
 4π r3~v × ~r ,
 el camp magnètic, creats per la càrrega ne-gativa.
 ~v
 ~r
 −q
 +q
 Sobre la càrrega negativa hi actua una força igual i de sentit contrari. El momentdel parell de forces és doncs:
 →M = ~r × ~F = −q(~r · ~v) ~B ,

Page 26
                        

28 Capítol 1. Física prerelativista
 que en magnitud val:
 M = − q2
 8πǫ0
 v2
 c2 rsin 2θ , (1.16)
 sent θ l’angle format per ~r (la direcció normal a les plaques del condensador) i ~v(la direcció del moviment respecte a l’èter).
 En l’experiment, un condensador era suspès d’un fil elàstic de manera que, pera la direcció esperada de ~v, θ = 45, si M 6= 0, el fil experimenta una torsió demanera que s’arriba a una posició d’equilibri en què el moment del fil equilibraM . Com que l’angle θ varia contínuament per efecte de la rotació de la Terra, laposició d’equilibri haurà de variar al llarg del dia. No es van observar els canvisesperats.
 1.4 Òptica. La velocitat de la llum
 Abans d’entrar a estudiar els efectes del moviment en el domini de l’òpticafarem un breu repàs de les determinacions de la velocitat de la llum. Això ensajudarà a comprendre els intents d’estudiar-ne les variacions.
 1.4.1 La velocitat de la llum en el buit
 L’estimació de Rømer Era conegut que els eclipsis d’un dels satèl.lits de Jú-piter, Ió, es retarden o s’avancen segons l’època de l’any. Rømer va suggerir queaquest efecte pot ser degut al fet que la llum es propaga a velocitat finita i quela Terra, en el seu moviment de translació anual, s’apropa o s’allunya de Júpiter.L’any de Júpiter és d’uns 12 anys terrestres, podrem suposar doncs que en un any
 Ió
 Sol
 Terra
 J
 Figura 1.1. Els eclipsis d’Ió i les observacions des de la Terra
 Júpiter pràcticament no es mou de lloc. Com que el radi de l’eclíptica és petitcomparat amb la distància de la Terra a Júpiter, podem suposar també que els
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 eclipsis d’Ió sempre es produeixen en passar aquest pel mateix lloc i, per tant, aintervals de temps regulars, τ ≈ 42 h. Ara bé, entre dos eclipsis consecutius, laTerra s’haurà mogut i el retard amb què arribarà la informació que s’ha produïtl’eclipsi serà diferent per a l’un i l’altre.
 El temps necessari per observar n eclipsis des de la Terra és:
 tn = nτ + (ln − l0)/c ,
 on ln és la distància de la Terra a Júpiter en observar-se l’n-èsim eclipsi. Si en unany sencer es veuen N eclipsis, tindrem que, per haver passat un any lN = l0 i,per tant, τ = tN/N . I si durant mig any comptem M eclipsis,
 tM = Mτ + (lM − l0)/c .
 Rømer (1676) mesurà un retard de la llum en travessar el radi de l’eclíptica d’uns10 minuts.
 Si comptem els eclipsis que es produeixen en mig any, la Terra haurà passatde la posició més propera a Júpiter a la més llunyana i lM − l0 serà el diàmetre del’eclíptica. Tindrem, doncs:
 c =lM − l0tM −Mτ
 .
 La mesura de Fizeau Fizeau determinà per primera vegada la velocitat de lallum en el laboratori mitjançant el dispositiu de la figura 1.4.1.
 ω
 l
 L2
 L1
 MT
 P
 E
 F
 Figura 1.2. Mesura de la velocitat de la llum per Fizeau
 Per mitjà de la lent L1 i la làmina semiargentada E, la llum produïda en lafont F es concentra en P , a la vora de la roda dentada, passa, es reflecteix en elmirall M i torna. Si en tornar no troba una dent i passa, és recollida pel telescopiT . La roda dentada gira a una velocitat angular ω que pot variar-se de formacontínua.

Page 28
                        

30 Capítol 1. Física prerelativista
 La llum triga un temps ∆t = 2l/c en anar de la roda dentada al mirall i tornar.Només passarà i arribarà al telescopi si primer troba forat i en tornar també, és adir, si en aquest temps la roda ha girat un nombre sencer de dents:
 ω∆t = n2π/N ,
 on N és el nombre de forats de la roda dentada. Així, doncs, només passarà llumquan:
 ω = nω1 amb ω1 ≡ πc
 Nl,
 és a dir, per a velocitats angulars ω múltiples d’una velocitat fonamental ω1. Aixòens permet de mesurar ω1, i per tant determinar c a partir de la relació:
 c =Nlω1
 π.
 Cal remarcar, d’una banda, que el resultat de la mesura de Fizeau és unaestimació de la velocitat mitjana de la llum en un viatge d’anada i tornada. Sitinguéssim raons per fer la hipòtesi que la velocitat de la llum és la mateixaindependentment de la direcció, llavors aquest experiment ens donaria el seu valor.
 Respecte a què? A conseqüència de la llei d’addició de velocitats (1.7), lahipòtesi anterior només pot ser vàlida per a un sistema de referència i, per tant,cal demanar-se també: respecte a què és la velocitat obtinguda? Les dues teoriesde la naturalesa de la llum donen respostes diferents. Segons la teoria corpuscular(Newton), es tracta d’una velocitat de transmissió respecte al cos emissor, mentreque segons la teoria ondulatòria és una velocitat de propagació relativa al medisuport, l’èter.
 Deixant de banda que, a mitjan segle xix, després dels arguments aportatspels experiments d’interferències de Young i d’altres, la teoria corpuscular ja erapoc sostenible, resulta que si la velocitat de propagació de la llum respecte al’emissor fos la mateixa en qualsevol direcció, s’hauria d’observar efectes estranysen els sistemes dobles d’estels llunyans. Suposem un sistema format per dos estels
 v c+ v
 −v c− v
 L
 Figura 1.3. Teoria de l’emissor per a un sistema doble d’estels
 de masses semblants que orbiten al voltant del seu centre de masses, amb una
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 velocitat v; la velocitat de la llum procedent del component que s’apropa seriav+ c i la del que s’allunya c−v. Així, el retard amb què des de la Terra es veurienles dues posicions simultànies seria diferent:
 ∆t = t1 − t2 =L
 c− v− L
 c+ v=
 2Lv
 c2 − v2≈ 2Lv
 c2.
 Si el sistema és molt lluny, aquest retard pot ser comparable al període orbitaldels estels, i podria donar-se que veiéssim un estel simultàniament en dos llocsdiferents i altres fenòmens que no han estat observats.
 1.4.2 Òptica. Efectes d’ordre v/c
 Un dels fenòmens en què es manifesta el moviment relatiu de la font emissorai del receptor és l’efecte Doppler: la freqüència de la llum emesa (o qualsevolaltre fenomen ondulatori) és diferent de la freqüència de la llum rebuda. Unaexplicació elemental és que si el receptor s’acosta a la font rep més ones per unitatde temps perquè «va a trobar-les», mentre que si se n’allunya en rep menys perquè«les defuig». La fórmula clàssica d’aquest efecte, que estudiarem en detall mésendavant, és:
 νR = νE1 − vR/c
 1 − vE/c,
 on νR és la freqüència de l’ona rebuda, νE , la de l’emesa i vE i vR les projeccionssobre la direcció de propagació de la velocitat de la font i del receptor relatives al’èter. Si vE és petita comparada amb c, val l’aproximació a primer ordre:
 νR ≈ νE (1 + v/c) ,
 on v = vE−vR és el component de la velocitat relativa en la direcció de propagació.
 L’aberració estel.lar Un altre fenomen interessant és el conegut com a aberra-ció estel.lar. Va ser descobert per primer cop per l’astrònom J. Bradley (1727) iconsisteix en un moviment el.líptic de semieix major 21′′ i periodicitat anual quepresenten tots els estels. Aquí en presentarem una explicació senzilla, basada enla teoria corpuscular de la llum, però també pot explicar-se en el marc de la teoriaondulatòria, sempre que l’èter no es vegi afectat pel moviment de la Terra.
 Si observem l’estel E des de la Terra, el telescopi es mou respecte a l’estel ambuna velocitat ~v, la del moviment de la Terra. Considerem un corpuscle de llumprocedent de E que va al telescopi T amb una velocitat ~c, segons es representaen la figura 1.4. Si orientem el telescopi en la direcció de ~c, la llum no arriba al’ocular perquè en el temps que la llum es mou telescopi avall aquest s’ha desplaçati la llum xoca contra les parets. Així doncs, perquè la llum arribi a l’ocular hemd’orientar el telescopi en la direcció de
 ~c ′ = ~c− ~v , (1.17)
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 v
 c
 vc
 v
 c
 vc
 v
 cc′
 E E EE E
 T
 E
 T TT
 Figura 1.4. Orientació del telescopi per poder observar l’estel des de la Terra
 i la posició aparent de l’estel serà la donada pel vector unitari −c′. Si diem α′ al’angle en què es veu l’estel des de la Terra en moviment i α el que es mesurariaen un sistema de referència en repòs en el centre de masses del sistema solar, larelació de suma (1.17) dóna:
 tgα′ =c sinα
 c cosα+ v. (1.18)
 T1
 T2
 T3
 T4
 X
 Y
 E
 t1
 t2
 t3
 t4X
 Y
 (a) (b)
 Figura 1.5. (a) Esquema del moviment anual de la Terra i l’observació d’un estel en ladirecció perpendicular al pla de l’eclíptica. (b) La successió de posicions aparents: quanla Terra és en la posició 1, el telescopi ha d’apuntar lleugerament endavant i això dónauna posició aparent en la direcció positiva de l’eix Y
 Si observem un estel que és en la direcció ortogonal al pla de l’eclíptica iinfinitament lluny, ens trobarem amb la situació descrita a la figura 1.5. La figura
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 1.5(a) representa les diverses posicions de la Terra sobre l’eclíptica, que suposemcircular. A la figura 1.5(b) hi representem les posicions aparents de l’estel E. Així,el punt O correspondria a la posició d’un estel que es veiés just sobre la vertical del’eclíptica; els punts ti, i = 1, 2, 3, 4 són les posicions aparents de l’estel E quan laTerra és en els llocs Ti, i = 1, 2, 3, 4 de l’eclíptica. En aquest cas la posició aparentde l’estel descriu una circumferència de radi v/c.
 Si observem un estel en el pla de l’eclíptica tindrem la situació descrita a lafigura 1.6, que cal llegir d’una forma anàloga a la figura 1.5. La trajectòria aparentde l’estel és un moviment oscil.latori d’amplitud v/c.
 T4
 T1
 T2
 T3
 Y
 X
 E
 t1
 t2
 t3
 t4X
 Y
 (a) (b)
 Figura 1.6. Aberració per a un estel en el pla de l’eclíptica. (a) Posicions de la Terra enel seu moviment sobre l’eclíptica. (b) La successió de posicions aparents, corresponentsa les de la figura a), fa una oscil.lació
 Per a estels en posicions intermèdies, la posició aparent descriu una el.lipse desemieix major v/c. Com que la velocitat orbital de la Terra és d’uns 30 km s−1,aleshores v/c ≈ 10−4 rad ≈ 21′′.
 No s’ha de confondre aquest moviment amb la paral.laxi, que és també unmoviment aparent degut a la posició variable de la Terra sobre l’eclíptica i quedisminueix amb la distància D a què es troba l’estel i és molt més petit, de l’ordrede R/D, on R és el radi de l’eclíptica. Per als estels més propers és de l’ordre de0, 1′′ d’arc. A més, la paral.laxi és avançada en fase π/2 respecte a l’aberració.
 La velocitat de la llum en un medi que es mou La velocitat de la llumen un medi refringent d’índex de refracció n és c/n. En el marc de la teoria depropagació en l’èter, l’afirmació anterior té sentit si el medi està en repòs respectea l’èter. Si el medi es mou amb velocitat v, hi ha diverses possibilitats. Si val lallei d’addició de velocitats, conseqüència del principi de relativitat de la mecànica,la velocitat de propagació de la llum respecte al laboratori serà c/n± v, segons sila considerem en el sentit del moviment del medi o en el contrari. (En termes depropagació en l’èter diríem que l’èter contingut en el medi és totalment arrossegatpel moviment d’aquest medi.)
 Una altra possibilitat consisteix en el fet que l’èter sigui només parcialmentarrossegat pel medi, de manera que la velocitat de propagació sigui c/n ± αv,segons el sentit sigui cap endavant o endarrere, on 0 ≤ α ≤ 1 és el coeficient
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 d’arrossegament. Fresnel (1824) va elaborar tota una argumentació teòrica perobtenir que α = 1− 1/n2, si bé altres autors (Stokes) argumentaven que havia devaler 1.
 L’experiment de Fizeau (1851) per determinar el coeficient d’arrossegamentdóna la raó a Fresnel. Consisteix a comparar per interferometria els camins òp-tics de dues ones lluminoses, l’una que recorre el circuit de la figura en el sentitM0M1M2M3M0 i l’altra, en el sentit M0M3M2M1M0.
 En tots dos casos hi ha trams en què la llum es propaga en el si d’un medi(aigua) en moviment: en el primercas la propagació i la velocitat del’aigua van en el mateix sentit, demanera que la velocitat de propaga-ció és c/n+αv, i en el segon van ensentit contrari i la velocitat de pro-pagació és c/n−αv. D’aquesta ma-nera, el camí òptic és diferent per alsdos trajectes i la diferència depèn dev. Comparant els patrons d’interfe-rència per a l’aigua en repòs o ambl’aigua fluint a una velocitat v, espot determinar el coeficient d’arros-segament α.
 M0
 M3
 M1 M2
 S
 T
 L’efecte Sagnac Consisteix en l’efecte del moviment de rotació del labora-tori sobre la velocitat de propaga-ció de la llum. El dispositiu de Sag-nac (1914) consisteix en un disc quegira amb velocitat angular ω, ambtres miralls M1, M2 i M3, i una là-mina semiargentada M0, fixos en eldisc. En arribar a M0 la llum esdivideix, una part recorre el circuitM0M1M2M3M0, a favor del movi-ment de rotació, i l’altra, el cir-cuit M0M3M2M1M0, contra el mo-viment del disc. S’observa el pa-tró d’interferència en el telescopi ies compara amb el que es té quan el
 ω
 M0
 M1
 M2
 ST
 M3
 disc no gira. S’observa un desplaçament de les franges d’interferència proporcionala la velocitat angular i a l’àrea delimitada pel circuit, d’acord amb les previsionsteòriques.
 Harres (1912) va realitzar un experiment semblant en què la llum era obligadaa seguir el circuit tancat per mitjà d’un seguit de prismes. En aquest cas, la llumes propaga en un laboratori que gira i també en un medi que es mou. L’experimentde Harres és doncs una combinació dels experiments de Sagnac i de Fizeau.
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 1.4.3 Òptica d’ordre v2/c2. L’experiment de Michelson
 En el marc de la teoria electromagnètica i l’òptica de finals del segle xix, el sis-tema de referència inercial estacionari en l’èter —el suport de les ones lluminoses—té un lloc privilegiat perquè, respecte a aquest sistema de referència, les ones elec-tromagnètiques es propaguen amb la mateixa velocitat c en totes les direccions.Un laboratori terrestre es mou amb una certa velocitat, ~v, respecte a l’èter7 i pertant la velocitat de la llum en aquest laboratori haurà de dependre de la direccióde propagació.
 En efecte, d’acord amb la llei galileiana d’addició de velocitats, la velocitat depropagació de la llum en el laboratori terrestre serà: ~c ′ = ~c − ~v, i si θ és l’angleque formen la direcció de propagació en el laboratori i la del moviment relatiu,tindrem:
 c′(θ) = c
 (√
 1 − β2 sin2 θ − β cos θ
 )
 ≈ c
 (
 1 − β cos θ − β2
 2sin2 θ +O(β4)
 )
 amb β ≡ v/c. (1.19)
 ~vθ
 ~c
 ~c ′
 Figura 1.7. En un laboratori terrestre la velocitat de la llum depèn de la direcció θ
 El mateix Maxwell s’adonà d’aquest efecte i del fet que les mesures terrestresde la velocitat de propagació de la llum donaven la velocitat mitjana sobre uncamí d’anada i tornada. A conseqüència d’això, el terme de primer ordre en βes compensa i només queda l’efecte d’ordre β2. Si es pren la velocitat orbital dela Terra com a estimació de v, resulta β2 ≈ 10−8 i l’efecte d’anisotropia (1.19),proporcional a β2, era massa petit per poder ser mesurat amb els instruments del’època (finals de la dècada de 1870).
 Gairebé per aquell temps Albert A. Michelson va desenvolupar un instrumentd’alta precisió per comparar camins òptics, l’interferòmetre de Michelson, i vaintentar aplicar-lo a mesurar els efectes del moviment de la Terra sobre la propa-gació de la llum. Aquest va ser l’objectiu dels experiments de Michelson (1881) ide Michelson i Morley (1887).
 7Per bé que aquesta velocitat és variable, la seva variació és lenta i per a experiments de curtadurada el laboratori es comportarà com un sistema de referència molt aproximadament inercial.
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 ~v
 B
 F
 T
 M1
 M2
 l1
 l2
 D
 A
 Figura 1.8. Esquema de l’interferòmetre de Michelson
 L’interferòmetre de Michelson funciona de la manera següent. En arribar a lalàmina semiargentada A, el feix de llum monocromàtica procedent de la font F esdivideix en dos, un que segueix recte fins a reflectir-se en el mirall M2 i un altreque surt en la direcció del mirall M1, on també es reflecteix. Els dos feixos deretorn travessen la làmina semiargentada i interfereixen en T , cosa que produeixuna figura d’interferència que depèn de la diferència dels camins òptics respectius(o, equivalentment, dels temps de viatge).
 Per fer-nos una idea de què podia mesurar aquest experiment suposarem quel’interferòmetre està orientat de la manera més favorable: que el braç AB, delongitud l1, és paral.lel a la direcció del moviment, mentre que l’altre braç, AD,de longitud l2, hi és perpendicular. Per al feix longitudinal, la velocitat de la llumen el camí AB (θ = 0) és c′ = c − v i en el camí BA (θ = π) és c′ = c + v, demanera que el temps total emprat és:
 t1 =l1
 (c− v)+
 l1(c+ v)
 =2l1
 c(1 − β2).
 Per al feix transversal (θ = ±π/2), la velocitat de la llum és la mateixa a l’anadai a la tornada, c′ =
 √c2 − v2, i el temps total emprat és:
 t2 =2l2
 c√
 1 − β2.
 La posició dels anells d’interferència depèn de la diferència de camins òptics d’acordamb:
 c∆t
 λ=c(t2 − t1)
 λ=
 2
 λ
 (
 l2√
 1 − β2− l1
 (1 − β2)
 )
 ,
 on λ és la longitud d’ona de la llum monocromàtica emprada. Com veiem, l’efecteés d’ordre β2. A més, el resultat també depèn de la longitud dels braços i no
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 hi ha cap manera d’assegurar que els braços de l’interferòmetre siguin iguals, obé mesurar-los amb la precisió que demana aquest experiment. Per evitar aquestproblema, Michelson va girar 90 tot l’aparell. D’aquesta manera el braç AB passaa tenir una posició transversal, i el temps emprat per la llum en el viatge de A aB i tornar és ara
 t′1 =2l1
 c√
 1 − β2,
 mentre que l’emprat en el viatge de A a D i tornada és
 t′2 =2l2
 c(1 − β2).
 La diferència de camins òptics haurà canviat i ara la posició dels anells d’interfe-rència vindrà donada per:
 c∆t′
 λ=c(t′2 − t′1)
 λ=
 2
 λ
 (
 l2(1 − β2)
 − l1√
 1 − β2
 )
 .
 La diferència entre els dos efectes implica que les franges del segon espectreestan desplaçades respecte de les del primer en:
 c(∆t′ − ∆t)
 λ=
 2 (l1 + l2)
 λ
 (
 1
 (1 − β2)− 1√
 1 − β2
 )
 ≈ 2 (l1 + l2)
 λ
 (
 1 + β2 − 1 − β2
 2
 )
 =(l1 + l2)
 λβ2 .
 Aquesta quantitat ens dóna el desplaçament del segon espectre respecte del primer,en nombre de franges.
 Si prenem el moviment de translació de la Terra com una estimació de la sevavelocitat respecte a l’èter (v ≈ 3 · 106 cm s−1),8 per a un interferòmetre amb unsbraços d’11 m de longitud i per a la llum groga del sodi (λ = 5, 5 · 10−5 cm),resulta un desplaçament esperat de 0,37 franges. L’efecte observat va ser 10 copsmés petit que l’esperat. Dins del marge d’error experimental era com si la Terrano es mogués respecte a l’èter.
 Entre les possibles explicacions que es van considerar per interpretar aquestresultat negatiu cal destacar-ne les següents:
 • l’èter és arrossegat totalment pel laboratori terrestre, de la mateixa maneraque l’atmosfera és arrossegada per la Terra,
 • l’anomenada contracció de FitzGerald-Lorentz, segons la qual tots els objec-tes es contrauen en la direcció del seu moviment relatiu a l’èter en un factor√
 1 − v2/c2, mentre que en les direccions transversals no es deformen, o
 8La velocitat de rotació és més petita, ωR/c ≈ 0, 5 · 105 cm s−1.
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 • la llum es propaga amb la mateixa velocitat, c, en totes les direccions, peròrespecte a la font emissora (com correspondria a les teories d’emissió esmen-tades més amunt).
 Totes tres explicacions tenen inconvenients. Si fos certa la primera, llavors caldriatrobar una justificació per a l’aberració estel.lar. En efecte, en un marc ondulatoriaquest fenomen s’explica pel moviment del telescopi respecte del medi en què espropaga l’ona lluminosa procedent de l’estel. Si el telescopi arrossegués totalmentl’èter que conté no hi hauria aberració estel.lar.
 La segona explicació és una suposició ad hoc que comporta la complicació d’ex-plicar quines forces interatòmiques són les responsables d’aquesta deformació delssòlids cristal.lins. De fet, Lorentz la va adoptar per obtenir les lleis de transforma-ció de coordenades en la seva teoria de l’electró.
 La tercera explicació implicaria, com ja hem comentat més amunt, que s’hau-rien d’observar imatges estranyes en els sistemes estel.lars dobles llunyans, i no ésel cas. Si bé aquesta llei de propagació podria semblar descartable per ser méspròpia d’una teoria corpuscular de la llum que d’una teoria ondulatòria, a finalsdel segle xix hi havia alguna teoria electromagnètica, com ara la teoria d’emissióde Riesz, que l’abonaven. Del punt de vista experimental, l’argument tampoc noés tan immediat a causa del que s’anomena fenomen d’extinció. La llum que ensarriba d’un estel no viatja en el buit sinó en un medi molt enrarit, de manera quela llum que rebem és la superposició d’una ona primària originada en la font i unade secundària radiada per les càrregues del medi que són accelerades per l’accióde l’ona primària. L’ona primària s’amorteix amb la distància —d’acord amb unparàmetre que s’anomena longitud d’extinció i que és més gran com més enrarités el medi— i pràcticament no ens arriba. En l’observació dels dos componentsd’un sistema doble, només ens arriben l’ona secundària de cada estel, que s’hanoriginat en el medi interestel.lar i que, segons les teories d’emissió, es mourien avelocitat c respecte d’aquest medi.
 Cap d’aquests intents d’explicar el resultat negatiu és satisfactori. En el propercapítol veurem com la teoria de la relativitat especial resol aquest problema.
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 Problemes
 1.1 Un avió es mou a 900 km/h respecte a l’aire en repòs des d’un punt A a unpunt B distants 900 km i torna. Compareu el temps de vol d’aquest trajectei el que trigaria quan el vent bufa a 100 km/h en la direcció perpendicularal trajecte AB. Feu el mateix càlcul quan la velocitat del vent és paral.lelaal trajecte.
 1.2 Demostreu que l’equació d’ona per a una funció escalar φ(t, ~x),
 1
 c2∂2
 ∂t2φ(t, ~x) = ~∇2φ(t, ~x)
 no és invariant sota una transformació de Galileu.
 1.3 El parell de forces de l’equació (1.16) s’escriu 1/2Ue(v/c)2 sin(2θ) on Ue és
 l’energia electrostàtica de les dues càrregues oposades. Demostreu que pera un condensador l’efecte és el doble, és a dir no apareix el terme 1/2 en lafórmula anterior.
 Calculeu el parell de forces que actuaria sobre un condensador que està suspèsformant un angle de 45 respecte al moment orbital de la Terra, v ≈ 30 km/s.Amb unes plaques de 100 cm2 separades 1 cm i carregades amb un potencialde 10 kV.
 1.4 El període de la segona lluna de Júpiter, Europa, és de 3,55 dies. Quantval la discrepància màxima entre el període real i el temps observat des dela Terra entre dos eclipsis consecutius? Quin és el retard acumulat en eldiàmetre de l’eclíptica, sense tenir en compte el moviment de Júpiter? Lavelocitat orbital de la Terra és de 30 km/s i el radi de l’òrbita és 1,49 108
 km.
 1.5 Una pluja cau verticalment a una velocitat de 10 m/s i nosaltres correm ambun paraigües a una velocitat de 5 m/s. Amb quin angle respecte a la verticalhem de col.locar el paraigües per no mullar-nos?
 Des de la Terra observem una estrella que descriu una el.lipse de manera queel seu eix menor el veiem amb un angle de 36”. Quin angle forma l’estrellaamb l’eclíptica?
 Si suposéssim que el moviment el.líptic anterior es deu al paral.laxi. A quinadistància es trobaria l’estrella del Sol en anys llum?
 1.6 Estudieu l’experiment de Fizeau per a l’aigua. Si tenim una longitud d’ona,λ = 5700 Å, la longitud de cada tub és = 6, 15 m, la velocitat del correntd’aigua val 7, 65 m/s, i el desplaçament mitjà de les franges en invertir el fluxés de 0, 86 ± 0, 01. Compareu el valor del coeficient d’arrossegament deduïtdels valors anteriors amb el valor 1 − 1/n2 per a l’aigua, n = 1, 333.
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 1.7 Per a una versió moderna de l’expe-riment de Fizeau es té un làser a uncostat del triangle equilater determinatpels miralls de la figura, també en undels costats hi posem un cristall (n =1, 5) d’un gruix d’1 cm. El raig làserpot efectuar el camí tancat en qualse-vol direcció. Si el cristall està en repòsambdós camins coincideixen. Quina ésla diferència de camins òptics si el cris-tall es mou a 1 cm/s?
 ~v
 cristall50 cm
 mirall làser
 1.8 Feu el càlcul per a un experiment de Michelson quan els braços no són niparal.lels ni perpendiculars al moviment respecte a l’èter, és a dir, per alcas més general per al qual el braç l1 forma abans de girar 90 un angle θamb la direcció de moviment relatiu de la Terra respecte a l’èter (suposeuque aquesta direcció és en el pla de l’interferòmetre). Demostreu que eldesplaçament en nombre de franges ve donat per
 l1 + l2λ
 β2 cos 2θ.
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Capítol 2
 Els postulats de la teoria especial dela relativitat
 Hem acabat el capítol anterior comentant els intents de conciliar el resultatnegatiu de l’experiment de Michelson amb el principi de relativitat de Galileu ila llei d’addició de velocitats. Ara presentarem la solució proposada per Poincarél’any 1904, que va estendre el principi de relativitat a tota la física i va concloureque «després d’una anàlisi detallada d’aquest fet hauria de sorgir una nova dinà-mica caracteritzada pel fet que cap velocitat pot excedir a la de la llum», i perEinstein en un dels seus tres famosos articles de l’any 1905, en el qual desenvolupala teoria especial de la relativitat.
 2.1 El principi de relativitat de Poincaré iEinstein
 El primer dels postulats de la teoria especial de la relativitat és pròpiamentallò que anomenem un principi de relativitat, perquè estableix l’equivalència desdel punt de vista de la física de tota una classe de sistemes de referència. Estén elprincipi de relativitat de Galileu, que està limitat a la mecànica, als altres dominisde l’òptica i l’electrodinàmica, que hi estaven en conflicte. L’enunciat d’Einsteind’aquests postulats diu textualment així:
 «[. . . ] les mateixes lleis de l’electrodinàmica i l’òptica valen en tots elssistemes de referència en què valen les lleis de la mecànica.»
 Aquests sistemes de referència són els que anomenem inercials.1
 El segon postulat estableix que:
 1Aquesta denominació, força corrent en l’actualitat, és relativament recent (finals del seglexix) i Von Laue l’atribueix a Lange.
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 «[. . . ] la llum es propaga en el buit a una velocitat definida, c,independent de l’estat [de moviment] del cos emissor.»
 És a dir, és la mateixa en tots els sistemes de referència inercials.Aquest segon postulat dóna contingut al primer pel que fa a l’òptica. De fet,
 diu que la llei de l’òptica de la propagació isòtropa de la llum a la velocitat c valper a tots els sistemes de referència de la classe inercial.
 Els dos postulats que acabem d’esmentar no són contradictoris per ells matei-xos. Sí que ho són si presuposem tàcitament la llei d’addició de velocitats (1.7).En efecte, si per a un sistema de referència inercial, K, la velocitat de propagacióde la llum en el buit |~c | no depèn de la direcció, per a un altre K′ que es moguiamb velocitat ~v respecte d’aquest, |~c ′| = |~c − ~v| sí que hi dependrà, com ja hemanalitzat en la secció (1.4.3).
 Si es volen mantenir els dos postulats cal doncs renunciar a la llei d’addició develocitats (1.7). Ara bé, aquesta llei és una conseqüència immediata de la transfor-mació de Galileu (1.5), la qual resulta al seu torn d’aplicar conceptes aparentment«evidents per ells mateixos» de geometria euclidiana i de cinemàtica. S’imposa,per tant, revisar si algunes d’aquestes «veritats» que la cinemàtica galileiana dónaper establertes s’ajusten efectivament a la realitat.
 2.2 Revisió de la cinemàtica
 La cinemàtica s’ocupa de la descripció del moviment. Relaciona mesures deposició d’un mòbil en l’espai d’un sistema de referència amb mesures de tempsrealitzades amb rellotges estacionaris en aquest sistema.
 Amb la idea de modificar la mecànica clàssica al mínim possible, mantindremque l’espai d’un sistema de referència inercial es regeix per les lleis de la geometriaeuclidiana.
 La descripció del moviment d’un cos respecte a un sistema de referència Kconsisteix a dir que en l’instant t1 passa pel lloc P1, en l’instant t2 passa pel llocP2, etc. Es tracta d’afirmacions del tipus: «el mòbil coincideix amb Pa quan elrellotge indica ta, a = 1, 2, 3...», però, quin rellotge?
 En la cinemàtica newtoniana, com que hi ha un temps absolut (del qual els re-llotges donen una mesura aproximada que Newton anomenà temps relatiu) qual-sevol rellotge va bé. De fet hi ha una esquematització corrent en la mecànicanewtoniana en què un observador es representa per tres eixos coordenats i un re-llotge en l’origen de coordenades. Però si tenim en compte que el senyal lluminósque ens informa del pas del mòbil pel lloc Pa es propaga a velocitat finita, el ta(que s’anomena temps òptic) que indica aquest rellotge únic estarà afectat pel re-tard en la propagació del senyal. I encara pitjor, els diferents temps mesurats, t1,t2, etc., estaran afectats per retards diferents, perquè els senyals procedeixen depunts P1, P2, etc. que es troben a distàncies diferents de la seu «del rellotge».Així doncs, si volem emprar un sol rellotge per assignar els temps, haurem de
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 corregir les lectures ta d’acord amb els retards corresponents. Aquesta operacióde correcció pot resultar força complicada pel fet que el retard dependrà de laposició de la qual ha sortit el senyal.
 Una altra possibilitat consistiria en el fet que cada observador disposés d’unainfinitat de rellotges locals estacionaris, un a cada lloc del seu espai de referència,de manera que el rellotge local que es troba a Pa fos el que indiqués el temps taquan el mòbil hi passa. D’aquesta manera s’evitarien els problemes associats ala correcció dels retards, per bé que se’n crearien d’altres. En efecte, per poderconcedir el mateix significat —la mateixa fiabilitat— a les mesures ta dels diversosrellotges locals cal que aquests siguin en cert sentit equivalents: (a) que portin lamateixa marxa i (b) que el fet que el rellotge de P1 indiqui t = 0 vulgui dir elmateix que el fet que el rellotge de P2 marqui t = 0. El primer requisit el podem«garantir» construint tots els rellotges iguals, d’acord amb el mateix principi físic,fets del mateix material i de la mateixa mida. Tot i això, haurem de postular a mésque dos rellotges iguals estacionaris en dos llocs diferents de l’espai de referènciade K porten la mateixa marxa. Breument, l’homogeneïtat de l’espai de K.
 Per al segon requisit haurem de donar un protocol de sincronització: un conjuntd’operacions el resultat de les quals ens permet de decidir si dos rellotges estansincronitzats o no. Un exemple de protocol d’aquests el suggereix Einstein enl’article de 1905. Suposem que quan el rellotge estacionari en P1 indica t1 emetun senyal electromagnètic que arriba a P2 quan el rellotge d’allà indica t2 i queés reflectit instantàniament per arribar altre cop a P1 quan el rellotge local marcat′1. Direm que els dos rellotges estacionaris estan sincronitzats si es compleixt1 + t′1 = 2t2 .
 Exemple 2.1 Importància del sistema de rellotges
 Amb aquest exemple volem remarcar les inconsistències que es derivarien d’uti-litzar un únic rellotge estacionari en l’origen de coordenades O del sistema de refe-rència K, i assignar temps als esdeveniments a mesura que els veu un observador–cronometrador situat en O. Podríem construir un altre sistema de referència K′
 amb el mateix espai de referència però amb l’origen de coordenades O′ desplaçat
 respecte a l’anterior,−−→O′O = ~b, i amb un rellotge idèntic al de K, i sincronitzat amb
 ell. (Podríem haver fabricat els dos rellotges en el punt mitjà de OO′ i haver-lostransportat a les seus definitives a una velocitat infinitament lenta, per exemple.)
 Llavors, l’única diferència entre K i K′ seria que han pres un origen de coordenadesdiferent en el mateix espai de referència. Hauríem d’esperar que descriguessin lesmateixes lleis de la mecànica. Però no és així: si la primera llei de la mecànicaval en K no val en K′. En efecte, considerem un moviment que els dos sistemesde referència descriuen com a rectilini, com el que es mostra en la figura (2.1). Elsdos observadors veuen que el mòbil passa pel punt P en instants diferents, t i t′, acausa del diferent retard del senyal en anar de P a O o a O′. Si ~x(t) és la posicióde P segons K i ~x ′(t′) és la posició segons K′, tindrem:
 ~x ′(t′) = ~x(t) +~b , t′ = t+1
 c
 `
 |~x ′(t′)| − |~x(t)|´
 .

Page 42
                        

44 Capítol 2. Els postulats de la teoria especial de la relativitat
 ~b
 ~x(t)
 ~x′(t′)
 x
 x′
 y
 y′
 z
 z′
 O
 O′
 P
 Figura 2.1. Moviment rectilini vist des de dos sistemes de referència amb l’origen decoordenades no coincidents. El moviment és uniforme a K però no a K′
 Si K veu un moviment rectilini i uniforme, ~x(t) = ~x0 + ~vt, amb ~v constant. Peròsi substituïm aquesta llei del moviment en la relació del retard, obtenim:
 t′ = t+1
 c
 “
 |~x0 + ~vt+~b| − |~x0 + ~vt|”
 ,
 que dóna una relació t′ = t′(t) no lineal. En conseqüència, si bé per a K′ elmoviment també serà rectilini, no serà uniforme i la primera llei de la mecànica noval per a aquest segon observador.
 2.2.1 La simultaneïtat podria no ser universal
 L’exemple que considerarem tot seguit pretén il.lustrar que si K i K′ són dossistemes de referència en moviment relatiu per als quals val el segon postulat,llavors hi ha parelles d’esdeveniments que són simultanis segons K′ i no ho sónsegons K.
 Suposem que K′ és un tren que es mou sobre una via, K, cap a la dreta talcom s’indica a la figura 2.2, que tots dos sistemes de referència són inercials i queen particular val el segon postulat d’Einstein. Suposem que cauen dos llamps, l1i l2, el primer toca el tren en un lloc A′ de la màquina i el segon en un lloc B′ del’últim vagó. En la via els dos llamps també deixen dos senyals, en les travessesA i B, respectivament.
 Des dels dos sistemes de referència es fan les afirmacions següents:
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 ~v
 ~v
 a)
 b)
 l 1
 l2
 A't'B't'2 1
 M A tB t2 1
 M
 M'
 AB
 M't'3 A'B'
 Figura 2.2. La simultaneïtat no és universal
 K′ tren l2 passa en B′ en l’instant t′2l1 passa en A′ en l’instant t′1
 K via l2 passa en B en l’instant t2l1 passa en A en l’instant t1
 Suposem que en K′ la caiguda dels dos llamps és simultània: t′2 = t′1. El puntmitjà, M ′, del tren, equidistant de A′ i de B′, «veurà» l1 i l2 simultàniament (ésa dir, els senyals lluminosos σ1 i σ2 procedents dels esdeveniments l1 i l2 arribena M ′ al mateix temps) en l’instant
 t′3 = t′1 +A′M ′
 c= t′2 +
 B′M ′
 c.
 En aquest instant A′ estarà a la dreta de A perquè el tren s’ha mogut cap a ladreta sobre la via, des que va caure el llamp l1 i A coincidia amb A′. Per lamateixa raó, B′ estarà a la dreta de B. El punt mitjà M ′ del segment A′B′ deltren estarà també a la dreta del punt mitjà del segment AB de la via. De maneraque: el senyal σ2 que informa que ha passat l2 ja haurà passat per M , mentre queel senyal σ1 que informa de l1 encara no hi haurà arribat. (Vegeu la figura 2.2.)
 Així segons la via σ2 arriba a M abans que σ1. Com que els senyals σ1 i σ2
 han sortit de punts equidistants de M i, pel segon postulat, es propaguen tots dosa la mateixa velocitat c, resulta que σ2 ha d’haver sortit abans que σ1 i per tantel llamp l2 ha caigut abans que l1.
 2.3 La transformació de Lorentz
 Hi ha diverses maneres d’arribar a la transformació de Lorentz. Lorentz les tro-bà buscant les transformacions de coordenades que deixen invariants les equacions
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46 Capítol 2. Els postulats de la teoria especial de la relativitat
 de Maxwell, però ja l’any 1887, buscant les transformacions que deixen invariantl’equació d’ona, W. Voigt havia trobat unes transformacions que tan sols difereixende les de Lorentz en un factor d’escala (1 − v2/c2)−1/2.
 La deducció d’Einstein en l’article de 1905 es basa en consideracions puramentcinemàtiques i en la utilització del segon postulat. La diferència important entreels resultats d’Einstein i de Lorentz rau en el fet que, mentre que per al segon lescoordenades x′1, x
 ′2, x
 ′3 i t′ només són unes variables matemàtiques, per a Einstein
 són el resultat de mesures de longitud i de temps efectuades en un sistema dereferència inercial d’acord amb uns protocols de mesura establerts. La deduccióque presentem aquí és en línies generals semblant a la d’Einstein en l’article de1905.
 K i K′ seran dos sistemes de referència inercials, dotats cada un d’un sistemad’eixos cartesians, amb vectors unitaris, e1, e2, e3 i e1′ , e2′ , e3′ , respectivament.(x1, x2, x3) i t són les coordenades cartesianes i el temps en què s’ha produïtun cert esdeveniment segons el sistema K, mentre que (x′1, x
 ′2, x
 ′3) i t′ són les
 coordenades i el temps del mateix esdeveniment segons K′. La llei de transformacióde coordenades consisteix en les quatre funcions de quatre variables:
 x′i = fi(x1, x2, x3, t) i = 1, 2, 3t′ = g(x1, x2, x3, t)
 (2.1)
 o, abreujadament:~x ′ = ~f(~x, t) , t′ = g(~x, t) ,
 on: ~x = x1e1 + x2e2 + x3e3 i ~x ′ = x1′ e1′ + x2′ e2′ + x3′ e3′ .Perquè (2.1) sigui una bona transformació de coordenades haurà de ser inver-
 tible, i per tant el jacobià haurà de ser no nul:
 ∂(x′1, x′2, x
 ′3, t
 ′)
 ∂(x1, x2, x3, t)6= 0 . (2.2)
 El grup euclidià i les translacions temporalsSense canviar de sistema de referència —l’espai de referència i el sistema derellotges— podem canviar l’orientació del sistema d’eixos cartesians (per una ro-tació, per exemple), l’origen de coordenades o també l’origen de temps. Les trans-formacions (2.1) inclouen les del grup euclidià —equació (1.2).
 El principi de relativitatEn els dos sistemes, K i K′, han de valer les mateixes lleis de la mecànica. Enparticular, la primera llei de Newton, segons la qual un cos sobre el qual no actuacap força segueix un moviment rectilini i uniforme, tant respecte a K com a K′.Per tant, el transformat per (2.1) d’un moviment rectilini i uniforme segons K:
 ~x = ~x0 +−→V t , t = t ; t ∈ IR, ~x0,
 −→V constants
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 ha de ser un moviment rectilini i uniforme segons K′:
 ~f(~x0 +−→V t, t) = ~x ′
 0 +−→V ′g(~x0 +
 −→V t, t) ; ∀t , (2.3)
 amb ~x ′0 i
 −→V ′ que no depenen de t, però que poden dependre de ~x0 i
 −→V .
 Si demanem a més que la transformació de coordenades no tingui singularitatsa distància finita —que no hi hagi esdeveniments que per a K passin a distànciafinita de l’origen de coordenades i que per a K′ passin a distància infinita— resultaque la transformació més general que compleix (2.3) és:
 x′i =∑3
 j=1 Aijxj +Ait+Bi
 t′ =∑3
 j=1Djxj +Dt+ E
 (2.4)
 (B1, B2, B3, E) són les coordenades amb què K′ caracteritza l’esdeveniment queK indica per (xi = 0, t = 0). La demostració d’aquest resultat la podeu trobara l’apèndix A del llibre de V. Fock, The theory of space, time and gravitation(Pergamon Press, 1964).
 Si K i K′ trien els orígens de coordenades cartesianes, O i O′, de manera quequan t = 0 i t′ = 0, O coincideixi amb O′, tindrem que Bi = 0 i E = 0. A partird’ara ho suposarem així. La resta de paràmetres, Aij , Ai, Dj i D, dependrandel moviment relatiu dels dos sistemes de referència, de la diferent orientació delseixos coordenats de l’un i l’altre, etc.
 El moviment relatiuCom es veurà des de K′ la trajectòria d’un objecte que roman en repòs en K? Enaquest sistema la seva trajectòria serà ~x(t) = ~x0, ∀t. Les coordenades d’espai i detemps segons K′ dels diversos instants de la història d’aquest objecte s’obtenenper aplicació de (2.4):
 x′i =
 3∑
 j=1
 Aijx0j +Ait , t′ =
 3∑
 j=1
 Djx0j +Dt .
 Si aïllem t de la segona equació i substituïm en la primera obtenim:
 x′i(t′) =
 Ai
 Dt′ +
 3∑
 j=1
 (
 Aij −AiDj
 D
 )
 x0j ,
 que correspon a la trajectòria d’un moviment rectilini i uniforme a una velocitatindependent d’~x0. Així, K′ veu com els llocs de l’espai de K es mouen com unbloc a la velocitat
 1
 D(A1, A2, A3) ,
 que correspon a la idea de velocitat relativa de K respecte a K′.
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 -x
 6y
 )z
 O
 K
 -x′
 6y′
 )z′
 O′
 K′
 - ~v
 Figura 2.3. Configuració estàndard dels eixos coordenats de K i K′, paral.lels a la velocitatrelativa
 Elecció dels eixosCom ja hem comentat abans, K i K′ poden escollir arbitràriament l’orientaciódels eixos coordenats respectius de manera que siguin paral.lels entre ells, amb elseixos
 −−→OX i
 −−−→O′X ′ paral.lels a la velocitat relativa, amb una configuració com la de
 la figura (2.3). En aquest cas es pot demostrar (vegeu l’apèndix 2.A.1) que:
 A2 = A3 = 0 , A31 = A32 = A21 = A23 = 0 ,D2 = D3 = 0 , A13 = A23 = A12 = A32 = 0 ,
 A22 = A33 ≥ 0 , A11 ≥ 0
 de manera que la transformació (2.4) es redueix a:
 x′1 = ax1 + btx′2 = mx2
 x′3 = mx3
 t′ = dx1 + et
 (2.5)
 i depèn dels coeficients constants a = A11 ≥ 0, m = A22 ≥ 0, b = A1, d = D1 ie = D, els quals han de satisfer, a més:
 ae 6= bd , i m 6= 0 ,
 a conseqüència de (2.2).Si substituïm les coordenades de l’origen de K′, x′i = 0, en (2.5), obtenim que
 les seves coordenades segons K són:
 x1 = − b
 at , x2 = x3 = 0 .
 En conseqüència, la velocitat relativa ~v de K′ respecte a K és:
 ~v = (v, 0, 0) , v = − b
 a.
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 El segon postulatEn el sistema de referència K, l’equació del front d’una ona lluminosa que s’haoriginat en un esclat P que s’ha produït en l’origen de coordenades, ~xP = 0, de Ken l’instant tP = 0 és:
 |~x| = ct , t ≥ 0 . (2.6)
 És a dir, el senyal es propaga a partir de ~xP = 0 amb la mateixa velocitat c entotes les direccions i passa pel lloc ~x de l’espai de K en l’instant t = |~x|/c.
 En les coordenades de K′ l’esclat P es produeix en ~x ′P = 0 i en l’instant t′P = 0.
 Per tant, l’equació del front d’ona en K′ serà també:
 |~x ′| = ct′ , t′ ≥ 0 (2.7)
 amb la mateixa velocitat de propagació.Com que el fet que un esdeveniment estigui sobre el front de l’ona esfèrica
 originada en l’esclat P és independent del sistema de referència, sempre que lescoordenades (x1, x2, x3, t) d’un esdeveniment segons K satisfacin l’equació (2.6),les seves coordenades (x′1, x
 ′2, x
 ′3, t
 ′) segons K′ satisfaran també (2.7).En l’apèndix 2.A.2 analitzem en detall les conseqüències d’aquesta condició
 i determinem els paràmetres constants de la transformació (2.5) en funció de lavelocitat relativa v. La transformació queda com:
 x′1 = mγ(x1 − vt)x′2 = mx2
 x′3 = mx3
 t′ = mσγ(
 t− v
 c2x1
 )
 (2.8)
 amb γ =(
 1 − v2/c2)−1/2
 i σ = ±1. Si demanem, a més, que dos esdevenimentsque passin en el mateix lloc de K conservin l’ordre temporal en K′, llavors noméspot ser σ = 1.
 El coeficient m es pot determinar si afegim la condició que només pot dependrede la velocitat relativa,m = m(v), i en l’apèndix 2.A.3 obtenim quem = 1. Així, latransformació de coordenades de K a K′ amb els eixos orientats en la configuracióestàndard és:
 x′1 = γ(x1 − vt)x′2 = x2
 x′3 = x3
 t′ = γ(
 t− v
 c2x1
 )
 (2.9)
 S’anomena transformació de Lorentz pura (sense rotació ni translacions d’origeni temps). Aquesta transformació és l’equivalent a les (1.5) i t′ = t de la mecànicanewtoniana.
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 2.4 Propietats de les transformacions de Lorentz
 El canvi més important respecte a la cinemàtica de Galileu és que la coordenadat′ depèn també de ~x i per tant la simultaneïtat no és absoluta. És a dir, si t1 = t2,per a dues posicions diferents, ~x i ~y, tals que ~v ·~x 6= ~v ·~y, llavors un altre observadorinercial que es mogui amb velocitat ~v respecte al primer tindrà: t′1 6= t′2.
 Límit newtoniàUn altre fet notable és que per a velocitats petites comparades amb c les trans-formacions (2.9) tendeixen a les (1.5) i t′ = t. Per obtenir aquest resultat es fac→ ∞ a (2.9) (en aquest límit, γ → 1).
 Aquesta serà a partir d’ara una de les condicions que ens guiaran a l’hora depostular les lleis de la física relativista. Demanarem que en el límit de petitesvelocitats, v/c→ 0, les lleis de la física tinguin com a límit les lleis de la física deNewton.
 La simultaneïtat és relativaConsiderem dos esdeveniments, A i B, que siguin simultanis segons un sistema dereferència K i que passen en dos llocs diferents de l’espai de K. Les coordenadesd’espai respectives seran (xA, yA, zA) i (xB , yB, zB), i les coordenades temporalstA = tB.
 En un altre sistema de referència K′, que es mou a velocitat ~v = (v, 0, 0),amb v > 0, les coordenades temporals dels dos esdeveniments no han de sernecessàriament iguals. Efectivament, de (2.9) tenim:
 t′B − t′A = γ(
 tB − v
 c2xB
 )
 − γ(
 tA − v
 c2xA
 )
 = γv
 c2(xA − xB) ,
 que és diferent de zero si xA 6= xB i no depèn de les coordenades espacials de A iB en eixos transversals a la velocitat relativa.
 En conseqüència: (a) si la posició relativa de dos esdeveniments simultanissegons K és ortogonal a la velocitat relativa de K′, llavors els dos esdevenimentssón també simultanis segons K′ , i (b) si xA > xB, llavors A és anterior a B segonsK′ .
 Si els esdeveniments A i B són simultanis segons K, llavors per a K′ el quepassa davant en el sentit del moviment relatiu és anterior.
 La velocitat límitLes expressions (2.9) posen de manifest també el paper de velocitat límit de c. Enefecte, si v → c, el factor γ tendeix a ∞, i si v > c, és un nombre imaginari.
 Aquest límit s’ha d’entendre com una fita superior per a les velocitats de lespartícules i dels objectes materials que puguin servir com a suport d’un sistemade referència. Això no està en contradicció amb el fet que en alguns fenòmens es
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2.4. Propietats de les transformacions de Lorentz 51
 «mesurin» velocitats superiors a c (el que s’anomena velocitats supralumíniques)ni que no hi pugui haver velocitats de fase més grans que c.
 Un exemple sovint invocat per il.lustrar la possibilitat de tenir velocitats su-periors a c consisteix en un far situat en el centre d’un cilindre i que gira a unavelocitat angular Ω mentre va emetent un raig de llum en la direcció radial. Enarribar a la paret interior del cilindre, el raig hi produeix una taca lluminosa. Siel radi interior del cilindre és R, el punt lluminós es desplaça sobre la paret a unavelocitat RΩ, que pot superar c, si prenem R tan gran com convingui.
 O
 A
 B
 t =t-R/c1
 Rt
 Ωδ
 t
 t2
 c
 c
 t =t-R/c+ t2
 δ
 t+ tδ
 t1
 Figura 2.4. Si la distància entre el far i la paret és prou gran, la velocitat a què esdesplaça la taca sobre la paret pot ser tan alta com vulguem
 No diríem, però, que la taca lluminosa és un objecte físic en el sentit que no téles característiques que hem esmentat més amunt. Intuïtivament, ja sembla clarque el pas de la taca per B (figura 2.4) en l’instant t+ δt no és causat pel pas dela taca per A en un instant t immediatament anterior, sinó pel fet que en l’instantt + δt − R/c el far ha emès en la direcció OB. De fet, si l’entorn de A sobre laparet estigués cobert per una pintura absorbent, no hi hauria taca lluminosa a Ai en canvi n’hi seguiria havent a B.
 El que distingeix aquest cas del moviment d’una partícula o del d’un paquetd’energia és que no hi ha res de físic que es transmeti al llarg de la trajectòria dela taca. No hi ha cap connexió causal entre posicions consecutives de la taca sobrela paret.
 En el domini de la radioastronomia es donen velocitats aparents superiors a lavelocitat de la llum. Aquest fenomen s’ha observat en els plasmons emesos pelsquàsars. Recentment (1994) s’ha observat també una radiofont en l’interior de laGalàxia que presenta dues ejeccions en sentits oposats. L’observació directa deles velocitats aparents dels plasmons dóna valors d’1, 25 ± 0, 15 c i 0, 65 ± 0, 08 c.Aquestes velocitats aparents són compatibles amb el fet que la velocitat de cadaplasmó sigui inferior a c en el sistema de referència de la Terra (vegeu el problema5).
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 Més endavant, en el capítol 10 comentarem experiments recents en què s’hanmesurat velocitats supralumíniques.
 L’interval invariantLes transformacions de Lorentz tenen una propietat mètrica notable que englobales mesures d’espai i de temps. Així com les transformacions (1.2) i (1.3) deixeninvariants, d’una banda, la distància espacial, dx2+dy2+dz2, i, de l’altra, l’intervaltemporal, dt; la transformació (2.9) deixa invariant l’interval:
 −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2 , (2.10)
 com es pot comprovar fàcilment. Aquesta propietat està relacionada amb el fet quela velocitat de la llum c és la mateixa en tots els sistemes de referència inercials.
 Evidentment, aquest interval també és invariant sota translacions i rotacionsd’espai i sota translacions temporals, perquè aquestes transformacions deixen in-variants els dos intervals per separat, el de temps i el d’espai.
 Parametritzacions de les transformacions de LorentzD’entre les diverses parametritzacions possibles per a les transformacions de Lo-rentz n’hi ha una d’especialment adaptada. Si triem els eixos adequadament, ésa dir, l’eix X paral.lel a la velocitat relativa entre els dos sistemes de referència,qualsevol transformació de Lorentz se’ns escriu com (2.9) i només afecta dues co-ordenades: x i t, i la transformació depèn d’un paràmetre, β, que està relacionatamb la velocitat relativa. Si en lloc de β prenem el nou paràmetre ζ definit perβ ≡ th ζ, el canvi ja garanteix que −1 ≤ β ≤ 1 per a ∀ζ i tenim γ = cosh ζ iβγ = sinh ζ. Amb aquest canvi la part no trivial de (2.9) s’expressa com:
 x′ = x cosh ζ − ct sinh ζct′ = ct cosh ζ − x sinh ζ
 (2.11)
 que té una estructura semblant a la de les rotacions en el pla, amb funcions hiper-bòliques en lloc de les trigonomètriques. Cosa normal ja que ha de deixar invariantl’interval hiperbòlic (2.10).
 Aquesta parametrització és molt útil a l’hora de combinar transformacions deLorentz en la mateixa direcció com veurem més endavant (secció 2.6).
 Els grups de Lorentz i de PoincaréLes equacions 2.9 són un cas particular de llei de transformació de coordenadesentre sistemes inercials. Presuposen unes orientacions particulars dels eixos i uneseleccions particulars dels orígens espacials i temporals dels sistemes de referència.Si les combinem amb rotacions d’espai obtenim les transformacions de Lorentzgenerals, les quals formen el que s’anomena grup de Lorentz. Si a més hi afegimles translacions d’espai i de temps, obtenim les transformacions anomenades grupde Poincaré.
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 Per la seva pròpia naturalesa, el conjunt de totes les transformacions de coor-denades entre una classe de sistemes de referència constitueix un grup de trans-formacions, independentment que es tracti de la classe de sistemes de referènciainercials o de qualsevol altra classe. En efecte, si T1 és la transformació que passade K a K′ i T2 la que passa de K′ a K′′, llavors la transformació producte T2 ∗T1 ésla que passa de K a K′′. D’altra banda, la transformació identitat és la que passadel sistema de referència K a ell mateix, i T−1
 1 , inversa de T1, és la transformacióque converteix les coordenades de K′ a K.
 2.4.1 Expressió vectorial de les transformacions de Lorentz
 Per mitjà de la notació vectorial podem obtenir una expressió per a la trans-formació de Lorentz que és independent dels eixos escollits per als sistemes dereferència.
 Si xi, i = 1, 2, 3, són les coordenades cartesianes en K d’un esdeveniment, elseu vector de posició és:
 ~r = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 , (2.12)
 on ei, i = 1, 2, 3, són els vectors unitaris en les direccions dels tres eixos de K.Semblantment, segons K′, el vector de posició de l’esdeveniment serà:
 ~r ′ = x′1 e′1 + x′2 e
 ′2 + x′3 e
 ′3 .
 (Hem suposat que els orígens de coordenades coincideixen a t = t′ = 0.) Sisubstituïm (2.9) en aquesta darrera expressió tenim:
 ~r ′ = ~r + (γ − 1)x1 e1 − γ tv e1 , (2.13)
 on hem usat que, per ser els eixos paral.lels: ei = e ′i , i = 1, 2, 3.
 La velocitat relativa està orientada paral.lelament a l’eix−−→OX i val: ~v = v e1.
 A més, x1 = ~v · ~r/v. L’equació (2.13) es pot posar doncs com:
 ~r ′ = ~r +(γ − 1)
 v2(~r · ~v)~v − γ t~v. (2.14)
 Per a la transformació de la coordenada temporal, (2.9) dóna immediatament que
 t′ = γ t− 1
 c2γ (~v · ~r). (2.15)
 D’aquesta manera, tant (2.14) com (2.15) són independents dels eixos escollits.Notem també que si descomponem ~r i ~r ′ en les respectives parts transversal
 i longitudinal respecte a la direcció del moviment, és a dir, ~r = ~r⊥ + r‖~v/v i elmateix per a ~r ′, (2.14) ens porta a:
 ~r ′⊥ = ~r⊥ , r ′
 ‖ = γ(
 r‖ − t v)
 . (2.16)
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 Les equacions de transformació (2.14) i (2.15) es poden expressar com:
 xµ′ =
 4∑
 ν=1
 Lµ′νx
 ν , µ = 1, . . . , 4 (2.17)
 amb la definició:
 x1 = x1 , x2 = x2 , x3 = x3 , x4 = ct ,
 i definicions semblants per a xµ′.2 Hem pres la variable x4 en comptes de tperquè les quatre coordenades tinguin les mateixes dimensions, de manera que elscoeficients Lµ′
 ν són les quantitats adimensionals:
 Li′j = δi
 j +γ − 1
 β2βiβj
 Li′4 = L4′
 i = −γβi, L4′4 = γ
 (2.18)
 amb βi = vi/c. És interessant adonar-se de la relació:
 βi = −Li′4
 L4′4
 . (2.19)
 En forma matricial, la transformació (2.17) es pot expressar com a:(
 ~r ′
 ct′
 )
 =
 1I3 +γ − 1
 β2~β ~β⊤ −γ~β
 −γ~β⊤ γ
 (
 ~r
 ct
 )
 , (2.20)
 on 1I3 és la matriu identitat en l’espai de tres dimensions.
 2.5 Mesures de longitud i de duracions per asistemes mòbils
 La transformació de Lorentz permet conèixer les coordenades i el temps d’unesdeveniment en un sistema de referència inercial si les coneixem en un altre, iper tant relacionar els resultats en sistemes diversos. Les posicions i el tempsdels esdeveniments en cada sistema es determinen de la mateixa manera, ambrellotges estàndard i amb regles rígids fabricats de la mateixa manera. Per veuresi dos rellotges o dos regles en repòs un respecte de l’altre funcionen igual, podemtransportar-los lentament (en el límit infinitament lent) i veure si coincideixen. Elproblema sorgeix quan volem comparar un regle amb un altre que es mou a unacerta velocitat respecte al primer, ja que no els podrem superposar, o quan volemcomparar el temps transcorregut en un rellotge que es mou a una certa velocitatrespecte als nostres, perquè l’haurem de comparar amb rellotges situats en puntsdiferents i no amb un rellotge sol.
 2Aquest canvi de notació està justificat en l’apèndix A al final del llibre i s’aplica sistemàti-cament a partir del capítol 4.
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 2.5.1 Mesures de longituds
 La mesura de la longitud d’un objecte rígid estacionari és una operació senzilla.Alineades amb la dimensió de l’objecte que es vol mesurar, se superposen el nombrenecessari de rèpliques del regle patró o les seves fraccions i aquest nombre dóna lamesura de l’objecte.
 Mesurar un objecte rígid des d’un sistema de referència inercial S que el veuen moviment rectilini i uniforme requereix més artifici. Una manera consisteix afer una imatge de l’objecte mòbil estacionària en S i després fer mesures sobreaquesta imatge igual que en el cas d’un objecte estacionari.
 Una manera que sembla natural de fer aquesta imatge és considerar les posici-ons que ocupen els punts de l’objecte en l’espai estacionari de S en un determinatinstant, és a dir, simultànies segons S.3
 Per comparar els resultats de les mesures esmentades més amunt, consideraremun regle rígid, Q, que es mou amb una velocitat ~v respecte a S. Denotarem perS† el sistema de referència inercial comòbil amb el regle. Siguin A1 i A2 els puntsextrems de Q. Segons S† cada un d’aquests punts està sempre en el mateix lloc,les trajectòries respectives són:
 ~x†a(t†) = ~x†a , a = 1, 2 (2.21)
 i la longitud és: l† = |~x†1 − ~x†2| ≡ |∆~x†|.Segons S aquests punts es mouen amb velocitat ~v i les trajectòries s’obtindran
 per transformació de Lorentz de (2.21). La longitud del regle segons S la definimcom la distància entre dues posicions S-simultànies dels extrems: l = |~x1(t) −~x2(t)| ≡ |∆~x|.
 De la transformació de Lorentz (2.14) i de (2.21) tenim:
 ~x†a = ~xa(ta) +
 (
 γ − 1
 v2~v · ~xa(ta) − γta
 )
 ~v , a = 1, 2 .
 La diferència dels dos valors quan t1 = t2 ens dóna:
 ∆~x† = ∆~x +γ − 1
 v2(~v · ∆~x)~v
 o bé,∆x‖ = γ−1∆x†‖ i ∆~x⊥ = ∆~x†⊥ , (2.22)
 és a dir, segons el sistema S, que veu el regle en moviment, la dimensió longitudinalde l’objecte és més curta (γ−1 ≤ 1) que segons el sistema de referència comòbil
 3Notem que amb això hem establert un protocol d’operacions per mesurar allò que en diemlongitud d’un objecte en moviment. Hi ha altres protocols igual de consistents, per exemple,considerar posicions dels punts de l’objecte que «es veuen» simultàniament des d’un lloc de-terminat de S, fer una fotografia de l’objecte sobre el fons d’un regle graduat, etc., els qualsdonaran lloc a definicions alternatives de longitud. Definicions que són igual d’acceptables i que,per descomptat, poden donar resultats diferents l’una de l’altra.
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 amb el regle, mentre que la dimensió transversal és la mateixa segons els dossistemes.
 Si l’angle que forma el regle amb la direcció del moviment és α segons S i α†
 segons S†, se segueix de manera immediata de (2.22) que:
 tgα = γ tgα† , i l =√
 ∆~x2‖ + ∆~x2
 ⊥ = l†√
 1 − v2
 c2cos2 α† ≤ l†
 o, per referir-ho a mesures angulars en S:
 l =l†
 γ√
 1 − β2 sin2 α.
 En el cas que el regle estigui orientat en la direcció del moviment relatiu, α = 0 i
 l = γ−1 l† ,
 que com a molt val l†. Aquest valor màxim, que s’obté fent la mesura en el sistemacomòbil, s’anomena longitud pròpia.
 L’efecte que hem estudiat fins aquí coincideix quantitativament amb la con-tracció de FitzGerald-Lorentz que hem esmentat a la secció 1.4.3, però no hi té resa veure. Mentre que per a Lorentz hi havia un escurçament real dels cossos en ladirecció del seu moviment, que calia explicar per l’acció de les forces electromagnè-tiques que sostenen la xarxa cristal.lina, aquí la «contracció» és conseqüència delfet que per mesurar un objecte en moviment hem d’usar la noció de simultaneïtat,que és relativa.
 Per raons històriques, l’efecte s’anomena contracció de longituds i ha estat lafont de no pocs equívocs i discussions.4 El problema rau a donar el mateix nom,longitud, a dues mesures fetes en condicions diferents. L’observador estacionarirespecte a l’objecte fa una mesura purament geomètrica, mentre que l’observa-dor que veu l’objecte en moviment s’ha de servir de la simultaneïtat per obteniruna imatge estacionària de l’objecte, que després mesura pel mètode geomètricestàndard.
 Exemple 2.2 El regle i el forat
 Un regle de longitud pròpia LR llisca sobre un terra pla a velocitat ~v. En aquestterra i en la trajectòria del regle hi ha un forat de diàmetre propi LF , de maneraque LR > LF > LR
 p
 1 − β2. En arribar el regle al forat, hi passarà i hi caurà, obé no hi passarà?
 (A) Si ho analitzem des del sistema del forat, la longitud del regle és
 LR
 p
 1 − β2 < LF .
 Per tant, hi passa i hi cau.
 4Una exposició completa i aclaridora es pot trobar a Riechenbach, H., The philosophy ofspace and time, de , p. 156, Dover (1956).
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 (B) En canvi, si analitzem el problema des del sistema del regle, el diàmetre delforat és LF
 p
 1 − β2 < LF < LR, i el regle no hi cau perquè no passa pelforat.
 Quin dels dos raonaments és el bo?
 Cap. De fet, si res no l’obliga a canviar, en arribar al forat el regle continua en elseu moviment rectilini i uniforme i passa a l’altre costat, independentment de leslongituds relatives de regle i forat.
 Si hem de disposar un sistema que estiri del regle cap avall, el que passi dependràde com s’activi el mecanisme.
 (I) Si hi ha una força gravitatòria permanent i constant, quan més de la meitatdel regle pengi sobre el forat aquesta força el desequilibrarà i el farà inclinar-sei passar.
 (II) Si l’impuls cap avall s’aplica sobre el regle simultàniament en el sistema delterra i en el moment en què coincideixen els centres del regle i del forat,llavors la resposta és la (A) de més amunt.
 (III) I si l’aplicació és simultània en el sistema del regle, la resposta escaient és la(B).
 2.5.2 Mesures del temps
 Ara compararem la mesura de la duració d’un mateix procés des de dos sistemesde referència inercials: S†, que veu el procés estacionari, i S, que veu el «recipient»on es produeix el procés animat d’un moviment amb velocitat ~v constant.
 Segons S† el procés comença i acaba en el mateix lloc:
 (1) comença a t†i en ~x†0
 (2) acaba a t†f en ~x†0
 i la duració del procés segons S† és: ∆t† = t†f −t†i , la diferència dels temps indicats
 al final i a l’inici per un rellotge estacionari en S† que és tota l’estona al costatd’on es desenvolupa el procés.
 Segons S el procés comença en ~xi en l’instant ti, i acaba en un altre lloc, ~xf , enl’instant tf . Aquests temps estan relacionats amb t†i , t
 †f i ~x†0 per la transformació
 de Lorentz (2.15):
 ti = γ
 (
 t†i +~x†0 · ~vc2
 )
 i tf = γ
 (
 t†f +~x†0 · ~vc2
 )
 .
 La diferència ens dóna la duració del procés segons S:
 ∆t = tf − ti = γ∆t† ≥ ∆t† . (2.23)
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 En conclusió, la duració d’un procés mesurada des d’un sistema de referènciainercial que el veu produir-se en moviment sempre és més gran que la duració quemesura l’observador inercial comòbil amb el procés, que s’anomena duració pròpia.Aquest fenomen es coneix com a dilatació temporal.
 Convé remarcar que els dos procediments de mesura són diferents. Mentre quel’observador comòbil S† només utilitza un rellotge, l’observador S en necessitados: el que dóna ti i és en el lloc on comença el procés, i el que dóna tf , en el llocon acaba.
 La vida mitjana dels muons
 Aquest efecte s’ha mesurat per mitjà de partícules subatòmiques que viatgena grans velocitats. En incidir sobre les capes altes de l’atmosfera, els raigs còs-mics produeixen unes partícules, els mesons π, que es desintegren i produeixenleptons µ o muons. Aquestes partícules baixen verticalment cap avall i arriben ala troposfera.
 Els muons són també inestables i es desintegren en un electró, un neutrino iun antineutrino, segons la reacció:
 µ− → e− + νe + νµ
 o la corresponent a les antipartícules respectives:
 µ+ → e+ + νe + νµ .
 Aquesta desintegració és un procés estocàstic. No podem saber què li passarà auna partícula determinada ni quant temps passarà abans no es desintegri, però síque aquest temps obeeix a una llei de probabilitat, i el nombre de muons que esdesintegren a cada instant és proporcional al nombre de muons que queden a lapoblació. Això dóna una llei de desintegració exponencial
 N(t) = N0 exp (−t/τ) , (2.24)
 on N(t) és el nombre de muons supervivents en l’instant t, N0 és la població iniciali τ és la vida mitjana. De l’expressió anterior tenim també:
 τ =t
 logN0 − logN(t). (2.25)
 La vida mitjana mesurada en el laboratori, amb els muons movent-se a veloci-tats petites, és de τ0 = 2, 2 · 10−6 s.
 La vida mitjana val
 〈t〉 =1
 N0
 ∫ ∞
 0
 dt t N(t) = τ
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 i és també la la duració del procés «reduir-se la població per un factor 1/e», id’acord amb l’efecte de la dilatació temporal, la vida mitjana d’un determinattipus de partícules dependrà de la seva velocitat. De (2.23) tindrem:
 τ = γ τ0 .
 Els experiments per mesurar aquest efecte daten de finals de la dècada de1930. Aquí comentarem el de Frisch i Smith (1963)5 que comparen els cabalsde muons procedents dels raigs còsmics amb velocitats seleccionades en la banda0, 9950 c < v < 0, 9954 c (per tant, amb 10, 0 < γ < 10, 4), per a dues altitudsdiferents: dalt del Mt. Washington (1.907 m) i a nivell del mar.
 Per tal de seleccionar les partícules en la banda de velocitats indicada l’escintil-lador de plàstic està protegit per un gruix de ferro (el gruix de ferro en el recomptede Mt. Washington era de 2,5 peus, mentre que a nivell del mar només era d’1,5peus, per compensar l’efecte amortidor del gruix de 1.907 m d’aire entre els dosllocs) de manera que els muons més lents que 0, 9950 c no el travessen i els mésràpids que 0, 9954 c travessen el plàstic i tot. La resta queden atrapats en l’escintil-lador i s’hi desintegren. Per mitjà de la traça en un oscil.loscopi es pot distingirentre els uns i els altres, comptar-los, mesurar el temps entre que entren i esdesintegren i determinar-ne la llei de desintegració. (L’observació d’aquesta lleiserveix per confirmar que les partícules que es detecten en el primer recompte aMt. Washington i en el segon, al nivell del mar, són les mateixes.)
 Després de sis recomptes d’una hora de duració a cada lloc, els resultats van ser:
 1 2 3 4 5 6 mitjanes
 N0 (Mt. Washington) 568 554 582 527 588 559 563 ± 10
 N (nivell del mar) 412 403 436 395 393 . . . 408 ± 9
 N0 i N són els recomptes al Mt. Washington i al nivell del mar, respectivament.
 A la velocitat v = 0, 995 c, els muons recorren la distància de 1.907 m ent = 6, 4 · 10−6 s. Substituint aquest temps i les dades de la taula anterior en (2.25)per a la vida mitjana dóna:
 τ = 19, 9 ± 0, 8µs ,
 que dividit per γ = 10, 0 dóna: τ0 = 1, 99 ± 0, 08µs, que concorda amb la vidamitjana en repòs.
 Un fet interessant a remarcar en aquest experiment, i en d’altres del mateixtipus, és que el temps entre els dos recomptes en el sistema de la Terra no esmesura amb dos rellotges estacionaris sincronitzats, com s’hauria de fer a la maneraortodoxa, sinó dividint la distància recorreguda entre la velocitat dels muons.
 5Frisch, D. H., Smith, J.H., Am. J. Phys., 31, pàg. 342 (1963) (dóna una descripciódetallada del dispositiu experimental).
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 Experiments amb muons i altres partícules inestables, comparant-ne la vidamitjana en repòs i a diferentes velocitats, s’han realitzat també per mitjà d’anellsd’emmagatzematge en acceleradors circulars. L’anàlisi teòrica d’aquests experi-ments l’hem de deixar per a més endavant, quan haguem parlat de la marxa delsrellotges accelerats.
 Exemple 2.3 La paradoxa dels bessons
 Potser el resultat anterior no causa gaire commoció, perquè no és prou dramàtic.Suposem, però, que comparem el temps de vida, i l’envelliment, de dos germansbessons, en Carles i en Terenci. A l’edat de 25 anys, en Carles s’embarca en unacàpsula espacial que inicia un viatge a velocitat v = 0, 6 c, constant, cap a un estelllunyà E, estacionari relativament a la Terra, que es troba a 6 anys llum. Per aaquesta velocitat, γ = 5/4. En Terenci, menys aventurer, es queda a la Terra.Quan en Carles arriba a E, segons en Terenci han passat
 6 anys llum0, 6c
 = 10 anys .
 Aquest temps s’obté restant les indicacions de dos rellotges estacionaris en el siste-ma de la Terra: el de E quan hi arriba en Carles i el de la Terra en partir. Segonsen Carles, que mesura la duració del seu viatge d’anada amb un únic rellotge,hauran passat
 10 anysγ
 = 8 anys .
 Per al viatge de tornada podem aplicar un raonament anàleg. Així, segons enTerenci dura 10 anys i segons en Carles en dura 8. De manera que quan es tornina trobar, en Terenci tindrà 25 + 2 × 10 = 45 anys i en Carles en tindrà 25 + 2 ×8 = 41 i, per tant, en retrobar-se en Carles serà més jove que en Terenci.
 Si ara argumentem des del sistema de la nau, en Carles veu que el seu germà,muntat a la Terra, inicia un viatge a velocitat v = 0, 6 c. Incidentalment, tambéveu apropar-se un estel, E, a la mateixa velocitat. Quan E arriba allà on és enCarles, tant l’estel com la Terra, amb en Terenci al damunt, inicien un viatge ensentit contrari fins que els germans es retroben. Com que el factor de dilataciótemporal no depèn del sentit de v, és el mateix que en el cas anterior, i pel mateixraonament, en Terenci (viatger ara) tindrà 41 anys i en Carles (ara sedentari), 45.Així, en retrobar-se, en Terenci serà més jove que en Carles.
 Aquesta és la coneguda paradoxa dels bessons. Però si fem l’experiment, el resultatha de ser únic: la realitat és independent del sistema de referència emprat perdescriure-la. Per aquesta raó es parla de paradoxa. Un dels dos raonamentsanteriors ha de ser fal.laç, ja que els dos resultats no es poden donar alhora. Enefecte, malgrat les aparences les dues descripcions anteriors no són simètriques.Mentre que en Terenci és sempre estacionari en un sistema de referència inerciali per tant el seu resultat serà el correcte, el sistema de la nau no ho és perquè enarribar a E frena i canvia el sentit del seu moviment.
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 2.6 Llei de composició de les velocitats
 Un altre resultat important que podem obtenir directament de les transforma-cions de Lorentz és la llei de composició de velocitats. Si ~r(t) és la trajectòriad’un punt material segons K, la trajectòria del mateix punt segons K′ l’obtindremaplicant la transformació (2.14) i (2.15) a la seqüència d’esdeveniments (t, ~r(t)):
 ~r ′(t) = ~r(t) +(γ − 1)
 v2(~r(t) · ~v)~v − γ t~v , (2.26)
 t′ = γ t− 1
 c2γ (~v · ~r(t)) . (2.27)
 L’equació paramètrica de la trajectòria s’obté aïllant t = t(t′) a la segona equaciói substituint-ho a la primera.
 Les velocitats respecte a K i respecte a K′ són, respectivament:
 ~w =d~r
 dt, ~w ′ =
 d~r ′
 dt′.
 Derivant (2.26) i aplicant la regla de la cadena tenim:
 ~w ′ =d~r ′
 dt
 dt
 dt′=
 (
 dt′
 dt
 )−1 (
 ~w +γv − 1
 v2(~v · ~w)~v − γv~v
 )
 , (2.28)
 i de (2.27) tenim:dt′
 dt= γv
 (
 1 − ~v · ~wc2
 )
 , (2.29)
 i per tant:
 ~w ′ =~w + (γv − 1)(~v · ~w)~v/v2 − γv~v
 γv (1 − ~v · ~w/c2). (2.30)
 En les expressions anteriors hem posat γv per indicar que correspon a la velocitatv. Mantindrem el subíndex sempre que hi hagi perill de confusió.
 En l’aproximació de velocitats petites, |~w|≪c i |~v|≪c, l’expressió anterior esredueix a:
 ~w ′ ≈ ~w − ~v ,
 com era d’esperar.Si ara separem a (2.30) els components transversals i longitudinals respecte a
 v, obtenim:
 ~w ′⊥ =
 ~w⊥γv(1 − ~w · ~v/c2)
 , w′‖ =
 w‖ − v
 1 − ~w · ~v/c2. (2.31)
 Amb les equacions (2.31) podem calcular tant la relació entre els angles θ iθ′ que formen les velocitats ~w i ~w ′ amb la direcció del moviment relatiu, com larelació entre els mòduls. Tenim:
 w′‖ = w′ cos θ′ , w‖ = w cos θ , w′
 ⊥ = w′ sin θ′ , w⊥ = w sin θ ,
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 que introduïdes a (2.31), donen:
 tg θ′ =w sin θ
 γv(w cos θ − v), i w′ =
 √
 w2 + v2 − 2wv cos θ − ((wv sin θ)/c)2
 1 − (wv cos θ)/c2.
 (2.32)
 2.6.1 Velocitats paral.leles
 En al cas particular de velocitats paral.leles, (2.30) es redueix a:
 w′ =w − v
 1 − wv/c2. (2.33)
 En la composició de velocitats paral.leles és especialment útil la parametritzacióhiperbòlica introduïda en (2.11). En efecte, si posem:
 w = c thφ , v = c th ζ i w′ = c thφ′ , (2.34)
 llavors (2.33) dóna:φ′ = φ− ζ , (2.35)
 que és una relació additiva en els nous paràmetres, com la de Galileu ho és ambles velocitats. A més amb aquests paràmetres tenim:
 γw = coshφ , γv = cosh ζ i γw′ = coshφ′ ,
 i de (2.35) obtenim:
 γ′w = cosh(φ− ζ) = γwγv(1 − wv/c2) . (2.36)
 Per acabar assenyalarem que de (2.33) i amb una mica de càlcul s’arriba a:
 c2 − w′2 =c2(c2 − w2)(c2 − v2)
 (c2 − wv)2,
 que indica que si |~w| < c i |~v| < c, llavors |~w′| < c. I que si tenim w = c, llavorstambé w′ = c.
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 Apèndix 2.A
 A continuació detallem alguns càlculs que s’han obviat en la deducció de latransformació de Lorentz.
 2.A.1 Elecció d’eixos en configuració estàndard
 Si escollim els eixos−−→OX i
 −−−→O′X ′ paral.lels a la velocitat relativa (figura 2.3)
 resulta: A2 = A3 = 0 i la transformació quedarà:
 x′1 = A11x1 +A12x2 +A13x3 +A1tx′2 = A21x1 +A22x2 +A23x3
 x′3 = A31x1 +A32x2 +A33x3
 t′ = D1x1 +D2x2 +D3x3 +Dt
 (2.37)
 En aquesta disposició, el moviment relatiu dels dos sistemes és paral.lel a l’eixOX i el pla X ′O′Y ′ de K′ llisca sobre el pla XOY de K. De manera que si unesdeveniment té coordenada x3 = 0 també tindrà coordenada x′3 = 0, i per tant:
 A31 = A32 = 0 .
 Per un raonament anàleg amb els plans X ′O′Z ′ i XOY s’arriba també a:
 A21 = A23 = 0 .
 A més, la configuració estàndard de la figura (2.3) es conserva si sotmetem a la
 mateixa rotació els eixos transversals de tots dos sistemes:−−→OY ,
 −→OZ,
 −−−→O′Y ′ i
 −−→O′Z ′.
 Una rotació de 90 deixaria els eixos com mostra la figura (2.5) i equivaldria a lessubstitucions:
 x1 = x1 x2 = x3 x3 = −x2 t = tx′1 = x ′
 1 x′2 = x ′3 x′3 = −x ′
 2 t′ = t ′ .
 ~v
 x1 x′1
 x2 x′2
 x3 x′3
 Figura 2.5. Configuració estàndard amb els eixos girats 90 al voltant de la direcció dela velocitat relativa
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 Com que la configuració relativa del sistema d’eixos amb ( ) és la mateixa quela del sistema d’eixos sense ( ), la transformació (2.37) entre coordenades amb ( )ha de ser la mateixa que per a coordenades sense ( ). Les substitucions anteriorsen (2.37) porten immediatament a:
 A12 = A13 = 0 , D2 = D3 = 0 , A22 = A33 .
 Finalment, com que també podem escollir arbitràriament el sentit dels eixoscoordenats sense canviar l’espai de referència, ens podem arreglar perquè els coe-ficients A11, A22 i A33 siguin positius.
 Resumint, per una elecció convenient dels eixos respectius dels sistemes dereferència K i K′, molts dels coeficients de la transformació (2.4) són nuls i latransformació es redueix a la forma
 x′1 = ax1 + btx′2 = mx2
 x′3 = mx3
 t′ = dx1 + et
 (2.38)
 2.A.2 El segon postulat
 D’aplicar la condició que sempre que es compleixi (2.6) s’ha de complir (2.7)als casos particulars:
 (a) (x1 = 0, x2 = c, x3 = 0, t = 1),
 (b) (x1 = c, x2 = 0, x3 = 0, t = 1) i
 (c) (x1 = −c, x2 = 0, x3 = 0, t = 1) ,
 obtenim respectivament:
 (a) c2e2 = m2c2 + b2 (2.39)
 (b) c |dc+ e| = |ac+ b| (2.40)
 (c) c | − dc+ e| = | − ac+ b| . (2.41)
 Les dues últimes equacions només admeten les dues solucions:
 (I) d = σa/c , e = σb/c , amb σ = ±1(II) d = σb/c2 , e = σa , amb σ = ±1
 (2.42)
 però el cas I el podem descartar perquè no compleix la condició ae 6= bd, que ésnecessària perquè la transformació (2.5) sigui invertible.
 En el cas II, si utilitzem el fet que a > 0 i m > 0 tenim que (2.39) queda:
 x′1 = mγ(x1 − vt)
 x′2 = mx2
 x′3 = mx3
 t′ = mσγ(
 t− v
 c2x1
 )
 (2.43)
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 ~v
 x1
 x′1
 x2 x′2
 x3x′
 3
 Figura 2.6.
 amb γ =(
 1 − v2/c2)−1/2
 .
 2.A.3 El coeficient m
 En efecte, notem que la inversa de la transformació anterior té la mateixaforma, substituint v per −v i m per 1/m. Veiem també que correspon al fet queK es mou amb velocitat −v respecte a K′ i, per tant,
 m(−v) = 1/m(v) . (2.44)
 D’altra banda, si canviem els sentits dels eixos coordenats de K i K′, tenim lestransformacions de coordenades:
 x1 = −x1 x2 = −x2 x3 = −x3 t = t
 x ′1 = −x ′
 1 x ′2 = −x′2 x ′
 3 = −x′3 t ′ = t′
 (2.45)
 que transforma la configuració estàndard de la figura 2.3 en una altra configuracióestàndard amb velocitat ~v = (−v, 0, 0), com es mostra a la figura 2.6. Ara bé, siintroduïm els canvis (2.45) en (2.8) obtenim:
 x ′1 = m(v) γ(x1 + vt)
 x ′2 = m(v) x2
 x ′3 = m(v) x3
 t ′ = m(v) γ(
 t+v
 c2x1
 )
 D’aquí que, m(v) = m(−v), que junt amb (2.44), i com que m > 0, dóna m(v) = 1.Finalment, la transformació de coordenades de K a K′ amb els eixos orientats

Page 64
                        

66 Capítol 2. Els postulats de la teoria especial de la relativitat
 en la configuració estàndard és:
 x′1 = γ(x1 − vt)x′2 = x2
 x′3 = x3
 t′ = γ(
 t− v
 c2x1
 )
 (2.46)
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 Problemes
 2.1 En un sistema S′ un esdeveniment té lloc en el punt x′ = 10, y′ = 0, z′ = 0,on les coordenades vénen donades en metres i t′ = 1 s. Si un sistema S esmou respecte a S′ amb una velocitat de 3c/5 en la direcció negativa de l’eixde les x i els orígens del dos sistemes coincideixen per a t = 0, t′ = 0. Quinessón les coordenades de l’esdeveniment a S.
 2.2 Demostreu que l’equació d’ona per a una funció escalar φ(t, ~x),
 1
 c2∂2
 ∂t2φ(t, ~x) = ~∇2φ(t, ~x),
 és invariant sota una transformació de Lorentz arbitrària.
 2.3 Dos esdeveniments P i Q separats espacialment 3 · 108 m són simultanis enun cert sistema de referència inercial S. Trobeu les velocitats en la direccióPQ d’altres sistemes de referència perquè els esdeveniments estiguin separatsper intervals de temps de 0,1 s, 1 s i 10 s respectivament.
 2.4 Un coet surt de la Terra amb una velocitat de 0,8 c a les dotze del migdiaen els rellotges de la Terra i del coet. A les 12h 30m segons el rellotge de lanau passa per davant d’una estació interplanetària fixa respecte a la Terra iamb els rellotges sincronitzats amb la Terra. Quina hora marca el rellotgede l’estació? A quina distància en coordenades terrestres es troba l’estació?A les 12h 30m de la nau s’envia un senyal a la Terra. A quina hora de laTerra es rep el senyal? Si contesten des de la Terra immediatament quanreben el senyal de resposta a la nau?
 2.5 Un estel que es troba a una distància D de la Terra emet dos plasmons ambla mateixa velocitat v i en sentits oposats, en una direcció que forma unangle θ amb la visual. La posició aparent de cada un es determina per ladirecció en què arriba a l’observatori la llum procedent del plasmó.
 (a) Determineu la velocitat angular aparent mesurada des de la Terra peral plasmó que s’allunya (µr) i per al plasmó que s’apropa (µa).
 (b) El març de 1994, la radiofont GRS1915+105 va emetre dos plasmons perals quals es van mesurar unes velocitats aparents deDµa = 1, 25±0, 15 ci Dµr = 0, 65 ± 0, 08 c (el que de fet s’observa directament és µr,a ies determina D per altres mitjans). Determineu la velocitat v delsplasmons i la direcció d’ejecció.
 2.6 Pot definir-se la longitud d’un regle mòbil multiplicant la seva velocitat perl’interval de temps transcorregut en passar els dos extrems per un mateixpunt del sistema que el veu moure’s. Demostreu que amb aquesta definicióobtenim el mateix resultat que amb la definició estàndard.
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 2.7 Un coet de longitud pròpia 10 m s’allunya de la Terra amb una velocitatde 0, 8 c. Enviem un senyal lluminós que arriba a la cua del coet a l’instantt = 0 segons els rellotges de la Terra i del coet. Calculeu, en ambdós sistemes,l’instant en què la llum arriba al cap del coet. Si allà sofreix una reflexió itorna enrere, calculeu l’instant en què arriba a la cua en els dos sistemes icompareu els resultats.
 2.8 A l’interior d’una habitació fosca una barra recta de longitud pròpia l0 esmou en un pla vertical, la barra forma un angle α amb l’horitzontal i espropaga amb una velocitat uniforme ~v paral.lela a terra.(a) Quin és l’angle que forma la barra amb el terra en el sistema de referènciapropi de la barra? En un cert instant de temps el sostre de l’habitació emetfotons en direcció vertical. (b) Calculeu la longitud de l’ombra de la barrasobre el terra en funció de l0, α i la velocitat de la barra. (c) Quines sónles longituds màxima i mínima que pot tenir l’ombra en funció de l’angle α?Justifiqueu el resultat.
 2.9 Un feix de mesons K+ que es propaga a una velocitat constant (√
 3/2)cpassa per dos comptadors separats per una distància de 9 m. Com queaquestes partícules són inestables es desintegren en vol. A causa d’aquestfet pel primer comptador en passen 1.000 i pel segon només en passen 250.Determineu la vida mitjana dels K+ en el seu sistema en repòs.
 2.10 Dos fotons es propaguen en la direcció de l’eix x separats per una distàncial. Calculeu la distància que els separa en un sistema de referència que esmou amb velocitat v en la direcció de l’eix x:(a) quan la velocitat és en sentit positiu de l’eix x, i (b) quan és en sentitcontrari. Apliqueu el resultat al cas v = 0, 8 c.(c) Podeu relacionar el resultat amb la contracció de Lorentz? Per què?
 2.11 Un carret roda sobre una taula a velocitat v. Un altre de més petit rodasobre el primer a velocitat v respecte al primer. Sobre el segon n’hi ha unaltre i així successivament. Fent ús de la transformació de Lorentz ambfuncions hiperbòliques trobeu la velocitat vn de l’n-èsim carret respecte a lataula, i el lim
 n→∞vn.
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 Òptica relativista
 3.1 Fenòmens ondulatoris
 Amb els conceptes cinemàtics desenvolupats fins aquí ja estem en condicions detractar diversos fenòmens òptics des d’un punt de vista relativista. La descripció iles argumentacions que donarem tot seguit són extensives a qualsevol altre fenomenondulatori, excepte si en algun cas utilitzem la invariància de la velocitat de lallum en el buit.
 Una ona es caracteritza perquè la intensitat d’una certa magnitud física —per exemple, el camp electromagnètic, la pressió de l’aire, la concentració d’uncompost químic, la temperatura, etc.— depèn del lloc de l’espai i del temps. Amés, aquesta propietat es propaga en un medi o en el buit d’acord amb unes regles.La llei de propagació més elemental és el principi de Huygens, segons el qual en uninstant donat tots els punts del front de l’ona actuen com a focus emissors d’onesesfèriques. El front d’ona corresponent a l’instant immediatament posterior és lasuperfície envolupant del conjunt d’aquestes esferes infinitesimals.
 3.1.1 Fronts d’ona
 En un instant donat, t, els punts de l’espai que es troben en un mateix estatd’excitació pel que fa a aquesta magnitud es troben sobre una superfície d’equació:
 Φ(~x, t) = constant
 que anomenarem front d’ona.La família de superfícies Φ(~x, t) = C1, amb C1 fix i t variable dóna les posicions
 successives dels fronts d’ona. Un raig és qualsevol línia que en cada punt ésperpendicular al front d’ona que hi passa.
 La família dels fronts d’ona i la família dels raigs corresponents donen duesdescripcions complementàries (dual l’una de l’altra) i equivalents de la propagacióde l’ona.
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 Per definir la velocitat de propagació d’una ona, denotem per St el front d’onaen l’instant t, i suposem que passa per ~x, és a dir, Φ(~x, t) = 0 . En l’instant t+ dtel front d’ona s’haurà desplaçat i serà St+dt. El punt d’intersecció d’aquest segonfront d’ona amb el raig que passa per ~x serà de la forma ~x+dl n , on n és el vectorunitari normal a St en ~x —i per tant serà proporcional a
 −→∇Φ. Pel fet d’estar sobreel front d’ona St+dt tindrem:
 Φ(~x+ dl n, t+ dt) = 0 .
 Això es representa en la figura 3.1, i es pot interpretar com si la pertorbació espropagués al llarg dels raigs, ortogonalment als fronts d’ona, de manera que en eltemps dt es desplaça una distància dl en la direcció n. La velocitat de propagacióés doncs: v ≡ dl/dt.
 De restar Φ(~x+dl n, t+dt)−Φ(~x, t) = 0 i quedar-nos amb els termes de primerordre obtenim:
 v = − ∂tΦ(x, t)
 n · −→∇Φ(~x, t)= − ∂tΦ(x, t)
 |−→∇Φ(~x, t)|, (3.1)
 on hem usat que n i−→∇Φ són paral.lels.
 St
 St+dt
 n ‖ −→∇Φ
 Figura 3.1. Propagació dels fronts d’ona
 3.1.2 Ones planes monocromàtiques
 En general, qualsevol ona que satisfaci el principi de superposició, es pot ex-pressar, fent ús dels desenvolupaments de Fourier, com a suma d’ones elementals,les quals tenen una freqüència ben definida i els fronts d’ona són plans. S’anome-nen ones planes monocromàtiques.
 Una ona elemental d’aquestes té tres característiques: la freqüència, ν, el mòdulde la velocitat amb què es propaga l’ona, v, i la direcció de propagació, n. Una de
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 les possibles expressions matemàtiques de les ones planes és:
 Φ(~x, t) = A cos[2π(~n · ~x− νt)] . (3.2)
 Els punts de l’espai que en un instant donat tenen el mateix estat d’excitació sónaquells en què Φ(~x, t) = C constant, és a dir:
 2π (~n · ~x− νt) = arccosC
 A,
 que pel fet que la funció arccos és multivaluada dóna una família de plans paral.lelsequidistants. En particular, per a C = A (excitació màxima) tenim:
 ~n · ~x = νt+m, m ∈ Z , (3.3)
 que anomenem crestes. En augmentar t, el valor del segon membre augmenta i lacresta m-èsima es desplaça en el sentit que indica ~n.
 Si en l’instant t la cresta m-èsima passa pel punt ~x, en l’instant t + 1/ν hipassarà la cresta (m − 1)-èsima. T = 1/ν és el temps transcorregut entre el pasde dues crestes consecutives pel mateix lloc i s’anomena període de l’ona, mentreque ν és el nombre de crestes que passen per un lloc en una unitat de temps is’anomena freqüència.
 En un mateix instant t, les crestes m-èsima i (m + 1)-èsima són els dos plansparal.lels (figura 3.2):
 ~n · ~x = νt+m; m ∈ Z , i ~n · ~x = νt+m+ 1 ,
 de manera que si considerem dos punts ~x1 i ~x2, un sobre cada pla, tindrem ~n ·(~x2 − ~x1) = 1. La distància entre les dues crestes serà doncs:
 λ ≡ n · (~x2 − ~x1) =1
 |~n|,
 que s’anomena longitud d’ona. La inversa de la longitud d’ona és el nombre d’ona,|~n| (nombre d’ones per unitat de longitud en la direcció de propagació). Finalment,el vector d’ona és ~n = |~n| n.
 Si dividim la distància entre dues crestes λ pel temps T que triguen a passardues crestes consecutives pel mateix punt, tindrem la velocitat de propagació delsfronts d’ona
 c1 =λ
 T= λν =
 ν
 |~n|, (3.4)
 que també s’anomena velocitat de fase perquè és la velocitat a què es desplacenels plans de fase constant.
 Si haguéssim aplicat la fórmula (3.1) a l’equació del front d’ona (3.2) hauríemobtingut el mateix resultat.
 Imaginem ara una successió d’ones sinusoïdals amb el perfil (3.2), però formadanomés per un nombre finit de crestes, aleshores parlarem d’un tren d’ones finit.
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 ~x1
 ~x2 ~n
 λ
 ~n · ~x− νt = m
 ~n · ~x− νt = m+ 1
 Figura 3.2. Propagació de fronts d’ona plans
 3.2 Transformació dels fronts d’ones planes imonocromàtiques
 En aquest apartat estudiarem la relació entre les característiques d’una mateixaona plana monocromàtica segons dos sistemes de referència inercials diferents.
 Considerem un tren d’ones planes format per M + 1 crestes, de manera queen l’instant t1 l’última passi pel punt ~x1 i en l’instant t2 el cap del tren d’onespassi pel punt ~x2. De restar les equacions dels plans ocupats per aquestes crestestindrem:
 ~n · (~x2 − ~x1) − ν (t2 − t1) = M ,
 el nombre d’ones que formen el tren.Aquesta quantitat, el nombre d’ones que formen el tren, és quelcom físic i no
 pot dependre de l’observador. Això vol dir que la quantitat ~n · ∆~x − ν∆t, amb∆~x ≡ ~x2−~x1 i ∆t ≡ t2−t1, ha de ser la mateixa en qualsevol sistema i qualssevullaque siguin ~x1, ~x2, t1 i t2. Així, per a dos sistemes de referència inercials amb S′
 que es mou a una velocitat ~v respecte a S, podem escriure:
 ~n · ∆~x− ν∆t = ~n′ · ∆~x′ − ν′ ∆t′ . (3.5)
 De la inversa de les transformacions de Lorentz (2.14, 2.15) tenim
 ∆~x = ∆~x ′ + (γ − 1)(~v · ∆~x ′)~v/v2 + γ~v∆t′ ,
 ∆t = γ(∆t′ + ~v · ∆~x ′/c2) ,
 que un cop substituïdes a (3.5), i tenint en compte que el resultat ha de valer per
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 a qualssevol ∆t i ∆~x, donen:
 ~n′ = ~n+γ − 1
 v2(~n · ~v)~v − γ~v
 ν
 c2, (3.6)
 ν′ = γ(ν − ~v · ~n) . (3.7)
 Com que la velocitat de propagació és c1 = ν/|~n|, podem escriure (3.7) com:
 ν′ = γν(1 − ~v · n/c1) , (3.8)
 on n és el vector unitari en la direcció de propagació.
 3.2.1 Efecte Doppler
 El canvi de freqüència, (3.8), es coneix amb el nom d’efecte Doppler, i esprodueix quan un receptor R rep una ona emesa per un emissor E que es mourespecte a ell.
 Suposem que l’emissor E és estacionari en el sistema S′, que es mou amb unavelocitat ~v respecte a S, el sistema en què el receptor R és en repòs. Denotemara per νA, nA i c1A, les característiques d’una ona plana monocromàtica en elssistemes de l’emissor (A = E) i del receptor (A = R). Aquestes quantitats estaranrelacionades per (3.8), que escriurem ara:
 νR =νE
 γ
 (
 1 − ~v · nR
 c1R
 )
 . (3.9)
 En general, doncs, la freqüència de l’ona rebuda és diferent de l’emesa.Tenim dos casos extrems de la relació (3.9) segons que receptor i emissor es
 moguin radialment o transversalment. Així quan l’emissor s’allunya radialmentdel receptor, nR · ~v = −v i, com que c1R ≤ c,
 νR = νE
 √
 1 − v2/c2
 1 + v/c1R≤ νE
 √
 1 − v/c
 1 + v/c≤ νE ,
 de manera que tenim desplaçament cap al roig.Si l’emissor s’apropa radialment al receptor, llavors nR · ~v = v i, com que
 c1R ≤ c, tenim:
 νR = νE
 √
 1 − v2/c2
 1 − v/c1R≥ νE
 √
 1 + v/c
 1 − v/c≥ νE ,
 i tenim desplaçament cap al blau.En el cas que el moviment relatiu sigui transversal, nR · ~v = 0, tenim νR =
 γ−1νE , que es coneix com a efecte Doppler transvers. Aquest no té paral.lel a lamecànica newtoniana i de fet només és una manifestació de la dilatació temporal.
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 3.2.2 L’aberració estel.lar
 Un altre efecte que hem tractat clàssicament és l’aberració estel.lar o el canvi dedirecció de la llum rebuda dels estels a causa del moviment de translació de la Terraen la seva òrbita. Això dóna com a resultat un moviment anual dels estels fixossobre una el.lipse amb un semieix major d’uns 21" d’arc —el mateix per a tots—i una excentricitat que depèn de l’altura de l’estel sobre el pla de l’eclíptica. A lasecció 1.4.2, en tractar aquest problema del punt de vista newtonià, utilitzàvemuna teoria corpuscular de la llum, per bé que el mateix resultat es pot obteniramb una teoria ondulatòria.
 En aquest cas farem servir una teoria ondulatòria i ens és útil la fórmula(3.6), però dividint pel nombre d’ona i utilitzant que, en tractar-se de llum que espropaga en el buit, c1R = c1E = c. Així tenim:
 n′ =ν
 ν′
 (
 n+γ − 1
 v2(n · ~v)~v − γ
 ~v
 c
 )
 .
 Aquí S és el sistema de referència estacionari respecte als estels fixos i S′, elsistema inercial que instantàniament es mou amb la Terra. Les direccions τ = −ni τ ′ = −n′ en què s’han d’apuntar els telescopis estacionaris en S i S′ per rebrel’ona plana procedent de l’estel —figura 3.3— guardaran la relació
 τ ′ =1
 γ(1 + ~v · τ /c)
 (
 τ +γ − 1
 v2(τ · ~v)~v + γ
 ~v
 c
 )
 , (3.10)
 on hem usat també (3.8).
 -x
 α
 6y
 n
 O
 Sτ
 -x′α′
 6y′
 n′
 O′
 S′ τ ′
 -~v
 Figura 3.3. Aberració estel.lar amb una direcció d’incidència de la llum n segons S
 Suposem, per simplificar, que prenem l’eix x en la direcció del moviment dela Terra respecte als estels i l’eix y de manera que el pla xy contingui la dirección, tal com s’indica a la figura 3.3. Així, en el sistema S de l’estel, el telescopis’ha d’apuntar en la direcció τ = (cosα, sinα, 0), mentre que des del sistema S′
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 de la Terra, s’ha d’apuntar en la direcció τ ′ = (cosα′, sinα′, 0). Si ara utilitzeml’equació (3.10), per a els dos components tenim:
 cosα′ =c cosα+ v
 c+ v cosα,
 sinα′ =sinα
 γ(1 + v/c cosα)
 i dividint el component y′ per la x′ obtenim el resultat relativista per a l’aberracióestel.lar:
 tgα′ =sinα
 γ(cosα+ v/c). (3.11)
 Notem que l’única diferència amb el resultat no relativista (1.18) rau en el factorγ del denominador, que per a velocitats petites comparades amb c tendeix a 1.
 3.2.3 Fórmula de Fresnel
 Una altra conseqüència notable de les fórmules de transformació (3.6) i (3.8)és la fórmula de Fresnel per a la propagació de la llum en un medi refringent enmoviment, que en el marc prerelativista (vegeu la secció 1.4.2) es coneixia com aefecte de l’arrossegament parcial de l’èter.
 Suposem que tenim un medi transparent d’índex de refracció r1 que es mou ambuna velocitat ~v respecte al sistema S del laboratori. La velocitat de propagacióde la llum respecte al sistema S′ en què el medi és en repòs és c′1 = c/r1. Perdeterminar-ne la velocitat respecte a S utilitzarem la relació c1 = ν/|~n| i tambéles fórmules inverses de (3.6) i (3.8). Per facilitar el càlcul descompondrem ~n enels seus components paral.lel i perpendicular a la velocitat, així de (3.6) tindrem:
 ~n⊥ = ~n′⊥ , n‖ = γ(n′
 ‖ + vν′/c2)
 i aleshores
 |~n| =(
 γ2(n′‖ + vν′/c2)2 + ~n′2
 ⊥
 )1/2
 .
 Ara, si α és l’angle entre ~v i ~n′, tenim:
 n′‖ = |~n′| cosα i |~n′
 ⊥| = |~n′| sinα ,
 que, després de substituir, ens dóna:
 |~n| = γ|~n′|(
 1 + 2 cosαvc′1c2
 +v2c′1
 2
 c4− v2
 c2sin2 α
 )1/2
 ,
 que, tenint en compte la relació c′1 = ν′/|~n′| i la seva homòloga en S i fent servir(3.8), ens porta finalment a:
 c1 = c′11 + v/c′1 cosα
 (1 + 2 cosαvc′1/c2 + v2c′21 /c
 4 − v2/c2 sin2 α)1/2.
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 Per al cas particular d’una ona que es propaga en la direcció de la velocitat relativaentre els sistemes, és a dir α = 0, tindrem:
 c1 = c′11 + v/c′1
 1 + vc′1/c2.
 Per a velocitats v petites comparades amb la de la llum podem aproximar aquestaexpressió per
 c1 ≈ c′1(1 + v/c′1)(1 − vc′1/c2) ≈ c′1
 (
 1 +v
 c′1− vc′1
 c2
 )
 o bé, en funció de l’índex de refracció r1
 c1 ≈ c
 r1+ v
 (
 1 − 1
 r21
 )
 , (3.12)
 que és la fórmula que va donar Fresnel (vegeu l’apartat 1.4.2) i que aquí hemobtingut com una aproximació de la fórmula exacta relativista.
 3.3 Mesures de l’efecte Doppler relativista
 3.3.1 L’experiment d’Ives-Stilwell
 La fórmula no relativista de l’efecte Doppler s’obté també a partir de (3.5)usant la transformació de Galileu (1.5, 1.3) en comptes de la transformació deLorentz (2.14, 2.15), i dóna per a la llum:
 νR = νE1 − ~vR · n/c1 − ~vE · n/c , (3.13)
 on n és el vector unitari en la direcció de propagació i ~vR i ~vE són, respectivament,les velocitats del receptor i la font respecte a l’èter.
 A primer ordre en 1/c aquesta expressió es redueix a:
 νR = νE
 (
 1 +~v · nc
 +O(1/c2)
 )
 ,
 on ~v = ~vE − ~vR és la velocitat de l’emissor relativa al receptor, i coincideix ambl’aproximació al mateix ordre de (3.9). Les prediccions relativista i no relativistacomencen a diferir al segon ordre d’aproximació, a causa fonamentalment del factorγ.
 Si comparem les expressions per a la longitud d’ona, λ = c/ν, tenim, respecti-vament:
 relativista λR ≈ λE
 [
 1 − β cos θ +1
 2β2
 ]
 no relativista λR ≈ λE
 [
 1 − β cos θ + (~βR · n)2]
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 on θ és l’angle que formen la direcció de propagació n i la velocitat relativa ~v.Si el moviment de l’emissor respecte a l’èter és molt més ràpid que el del
 receptor, vR≪vE , llavors β ≈ βE ≫ βR i el terme de segon ordre de l’expressió norelativista és negligible. En aquest cas les dues expressions es poden unificar així:
 λR ≈ λE(1 − β cos θ + β2α) (3.14)
 amb α = 1/2 (cas relativista) o α = 0 (cas no relativista).El coeficient α es pot determinar experimentalment per l’observació de l’efecte
 Doppler transvers, ja que a θ = 90 només hi ha efecte Doppler de segon ordre.La dificultat rau en el fet que a θ = 90 la mesura és molt sensible a petitesdesviacions en la direcció d’observació, ja que δ cos θ = sin θ δθ ≈ δθ, i l’efecte deprimer ordre fàcilment apantalla el de segon ordre.
 En el disseny experimental d’Ives i Stilwell (1938)1 s’evita aquest problemacomparant els desplaçaments Doppler de la llum emesa pels raigs canals d’hidrogenen les direccions θ1 = 7 i θ2 = 173, com mostra la figura 3.4.
 raigscanals
 càtode
 mirall
 θ2 = 173
 θ1 = 7
 espectròmetre
 Figura 3.4. Observació de l’efecte Doppler en l’emissió de llum per raigs canals d’hidrogen
 En l’experiment s’observa la ratlla Hβ de lon-gitud d’ona 4 861 Å. Per a cada valor delpotencial accelerador l’espectrograma mostrauna línia central i parelles de línies laterals,disposades simètricament a banda i banda, les
 H2(H3) H3O Hβ H3O (H3) H2
 més blaves produïdes per les emissions cap endavant, i les més vermelles per lesemissions cap endarrere, que són recollides en l’espectròmetre després de ser re-flectides en un mirall.
 Cada parella de ratlles correspon a un àtom d’hidrogen associat en algun ti-pus de molècula (d’aquí la notació H2, H3, H3O de la figura). Sota l’acció d’unmateix potencial, les molècules més pesants s’han accelerat menys, d’aquí que eldesplaçament Doppler sigui més petit per a les ratlles marcades H3O que per a lesH3 (absents en l’espectrograma mostrat) i que per a les H2.
 1Ives, H. E. i Stilwell, G. R., J. Opt. Soc Am., 28, 215 (1938) i Ives, H. E. i Stilwell,
 G. R., J. Opt. Soc Am., 31, 369 (1941).
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 Si apliquem (3.14), tindrem que les longituds d’ona de les ratlles laterals són:
 λ1 ≈ λ0(1 − β cos θ1 + β2α),
 λ2 ≈ λ0(1 + β cos θ1 + β2α) ,
 ja que θ1 + θ2 = π.La longitud d’ona de la ratlla central és λ0 i la mitjana de les ratlles laterals
 és:
 λm =λ1 + λ2
 2≈ λ0 + λ0β
 2α . (3.15)
 D’altra banda, la semidiferència:
 ∆λ =λ2 − λ1
 2≈ β λ0 cos θ1
 ens permet de determinar β per mitjans òptics.Els resultats obtinguts per a la líniaHβ de la partícula de H2 són els dela taula següent. En la gràfica esrepresenta ∆′λ ≡ λm − λ0 en funcióde ∆λ i la columna ∆′λcalc de la taulaestà calculada per al cas relativista,α = 1/2.
 Voltatge ∆λobs ∆′λobs ∆′λcalc
 26735 25,82 0,0670 0,067
 27270 26,05 0,0686 0,0675
 28185 26,53 0,0724 0,080
 28185 26,56 0,0725 0,0755
 34395 29,40 0,0869 0,090
 40190 31,93 0,1049 0,0995
 41640 32,01 0,1054 0,1145
 42260 32,50 0,1098 0,113
 42280 32,29 0,1073 0,1145 Representació de ∆′λ en funció de ∆λ
 3.3.2 Altres experiments
 En un experiment recent, Hasselcamp et al. (1979),2 s’ha mesurat el desplaça-ment Doppler transvers de la línia Hα emesa per raigs canals d’hidrogen ràpids,amb 0, 84 · 10−2 < β < 3, 90 · 10−2, per mitjà d’una observació transversal directadels raigs canals. La mesura dóna per al coeficient
 α = 0, 52 ± 0, 03 ,
 2Hasselcamp, D., Mondry, E. i Scharmann, A., Z. Physik, A289, 151 (1979).
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 que s’ajusta bé al valor teòric 1/2.Un altre experiment de disseny similar al d’Ives i Stilwell, perquè obté el des-
 plaçament transvers (θ = 90) per comparació dels desplaçaments per a 0 i 180,és el d’Olin et al. (1973).3 En comptes d’observar una transició òptica en els raigscanals com el primer, utilitza els raigs gamma de 8,64 MeV (ν ≈ 2 ·1021 Hz) d’unatransició dels nuclis de 20Ne produïts en la reacció
 16O +4He −→20 Ne .
 Aquests nuclis surten en un estat excitat i en desexcitar-se emeten els raigs gammade 8,64 MeV. D’altra banda, la velocitat de retrocés dels nuclis de 20Ne és forçaben definida, tant quan el raig de 16O incideix sobre un fitó de 4He com quanés a la inversa. Aquesta velocitat es pot determinar per mètodes cinemàtics o apartir de l’efecte Doppler transvers i la relació (3.15) amb α = 1/2. El resultat del’experiment es resumeix en la taula següent:
 β (fitó de 4He) β (fitó de 16O)
 Desplaçament Doppler 0,048 736± 0,000 024 0,012 242± 0,000 029
 Cinemàtica 0,048 721± 0,000 009 0,012 192± 0,000 003
 3.3.3 L’efecte Doppler i els espectres d’emissió i absorció
 D’acord amb les observacions acumulades de l’espectroscòpia atòmica, recolli-des per la teoria quàntica, l’emissió i l’absorció de radiació electromagnètica pelsàtoms es produeix a unes freqüències característiques que constitueixen l’espectred’un element. Aquest espectre es manifesta en una seqüència de ratlles brillants(espectre d’emissió) que corresponen a la radiació emesa per les transicions delselectrons entre diversos nivells energètics de l’àtom o alternativament en ratllesfosques (espectre d’absorció) sobre el fons de l’espectre de descomposició de lallum blanca que corresponen a freqüències absorbides pels electrons en saltar a ni-vells energètics més alts. Aquestes freqüències estan afectades per l’efecte Dopplerassociat al moviment dels àtoms.
 Uns arguments semblants s’apliquen també a l’emissió i absorció de raigs gam-ma per un nucli en passar d’un estat energètic a un altre.
 Hi intervenen diversos moviments, amb els desplaçaments de freqüència cor-responents. En primer lloc, la radiació emesa s’emporta energia i moment linealen la direcció d’emissió. Aquest darrer és compensat per un retrocés de l’àtomemissor que es manifesta en un desplaçament cap al roig de la radiació emesa. Noes tracta exactament d’un desplaçament Doppler. (Per a una discussió dinàmicadels processos d’emissió i absorció electromagnètica, vegeu l’apartat 5.2.1.)
 3Olin, A., Alexander, T. K., Häusser, O., McDonald, A. B. i Ewan, G. T., Phys.Rev., D8, 1633 (1973).
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 Aquest desplaçament en la freqüència de la radiació emesa té un valor bendefinit i depèn de la freqüència de la radiació i de la massa de l’emissor. Sil’àtom efectua una transició entre dos nivells E1 −→ E2, amb diferència d’energiesE1 − E2 = hν0, la freqüència de la radiació emesa és:
 νe = ν0 − δνe . (3.16)
 Per a petites velocitats tenim hδνe ≈ (hνe)2
 2Mc2, que correspon a l’energia cinètica
 que s’emporta el retrocés, i M és la massa de l’emissor. Per exemple, per a l’àtomd’hidrogen tenim hνe ≤ 13, 6 eV, 2Mc2 ≈ 2 · 109 eV i aleshores hδνe ≈ 10−7 eV.
 En l’absorció es dóna un efecte semblant. L’àtom receptor recula perquè hade recollir tant l’energia com la quantitat de moviment de la radiació. Aquestretrocés es manifesta en un desplaçament cap al roig de la freqüència de la radiacióabsorbida.
 Si l’absorció ha de produir la transició inversa hν0 en un àtom del mateix tipus(absorció ressonant), haurem de tenir:
 ν0 = νe − δνa , (3.17)
 on νe és la freqüència de la radiació incident en el sistema laboratori. Com abans,
 hδνa ≈ (hν0)2
 2Mc2, i tampoc no és pròpiament un desplaçament Doppler (vegeu l’a-
 partat 5.2.1 esmentat).
 L’amplada natural de les ratlles
 Pel fet que un àtom, nucli, molècula, etc. estigui en un estat excitat pot passard’aquest estat a un altre de menys energia. Això fa que la duració de la vida del’estat quàntic no sigui infinita. Un tractamement mecanicoquàntic de l’emissióde radiació mostra que el nombre d’àtoms en un estat excitat decreix amb eltemps d’acord amb la llei N = N0e
 −2Γt, on τ0 = 1/(2Γ) és el que s’anomenavida mitjana de l’estat. Pel mateix motiu, l’amplitud del camp de radiació emèsdisminueix segons la llei
 F (t) = F0 e−Γt cos(ω0t) , t > 0 , (3.18)
 on ω0 = 2πν0 = (Ei − Ef )/~. Ei i Ef són les energies dels estats inicial i finalrespectivament i F0 és una amplitud real.
 Per mitjà de la transformada de Fourier, l’expressió (3.18) es pot descompondrecom a superposició d’ones monocromàtiques de freqüència angular ω i amplitud
 F (ω) =
 ∫ ∞
 −∞F (t)e−iωtdt = F0
 (
 1
 Γ + i(ω − ω0)+
 1
 Γ + i(ω + ω0)
 )
 .
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 |F (ω)|2 ens dóna la proporció ambquè l’ona de freqüència ω contribu-eix a la intensitat total. Té l’aspec-te que es mostra a la figura i pre-senta un màxim molt a prop de ω0.En la proximitat d’aquesta freqüèn-cia tenim que |ω − ω0|≪|ω+ ω0|. Amés normalment Γ≪|ω + ω0| i po-dem aproximar ω = ω0
 |F (ω)|2 ≈ F 20
 (ω − ω0)2 + Γ2.
 L’amplada de la gràfica a meitat del màxim és Γ = 1/(2τ0), es coneix com aamplada natural de la línia espectral i indica que totes les freqüències de l’intervalω0 ± Γ contribueixen de manera notable a la radiació emesa (3.18).
 L’amplada tèrmica
 Un altre tipus d’eixamplament de les línies espectrals és degut al movimentd’agitació tèrmica dels àtoms emissors. Les seves velocitats es distribueixen esta-dísticament segons una llei de distribució isòtropa on
 f(~v) d3v = f(v)v2 dv d2Ω(θ, φ)
 dóna la probabilitat que la velocitat d’un àtom emissor estigui compresa en el cubde vèrtexs ~v i ~v + d~v. La funció f(v) depèn de la temperatura absoluta T .
 Com que la direcció de ~v és aleatòria, el denominador de (3.9) tant pot ser mésgran com més petit que 1 i, en conseqüència, la freqüència de la radiació emergentν′e serà, respectivament, més petita o més gran que νe (la que correspondria al’emissor inicialment en repòs). Com a resultat, cada ratlla de l’espectre d’emissiód’un element és una banda de freqüències d’amplada finita que resulta de la super-posició de línies infinitesimals, amb freqüències ν′e que varien al voltant de νe. Labrillantor de la línia infinitesimal ν′e depèn de la proporció d’àtoms emissors ambuna velocitat ~v justa perquè el deplaçament Doppler doni precisament aquestafreqüència. La freqüència mitjana corresponent a la ratlla de l’espectre observatés:
 〈ν′e〉 = νe
 ∫
 |~v|<c
 f(v)v2
 γ (1 − n · ~v/c) dv d2Ω(θ, φ) (3.19)
 i l’amplada de la ratlla ve donada per la desviació estàndard:
 σ =√
 〈(ν′e − 〈ν′e〉)2〉 =
 √
 〈ν′2e 〉 − 〈ν′e2〉 .
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 Tant el desplaçament 〈ν′e〉 − νe com l’amplada σ són funció de la temperaturaabsoluta T de l’emissor. Un argument idèntic s’aplica a les ratlles fosques del’espectre d’absorció.
 Exemple 3.1
 La distribució relativista de Maxwell-Boltzmann, que correspon a l’estat d’equi-libri d’un gas relativista de partícules que només interaccionen per xocs, és:4
 f(~β)d3β =µ
 4πK2(µ)γ5e−µγ β2dβd2Ω(θ, φ) , (3.20)
 on
 µ ≡ mc2
 kT, ~β =
 ~v
 c, 0 < β < 1 ,
 m és la massa pròpia de cada partícula del gas, k la constant de Boltzmann, Tla temperatura, θ, φ determinen l’orientació de ~β, i K2(µ) és la funció de Besselmodificada de segona espècie.
 Suposem ara que cada partícula pot emetre llum a una freqüència pròpia νe. Lafreqüència rebuda en el laboratori estarà afectada per l’efecte Doppler, segons lavelocitat i direcció del moviment en l’instant de l’emissió. La freqüència mitjana〈ν′e〉 s’obté de substituir (3.20) en (3.19):
 〈ν′e〉 = νeµ
 4πK2(µ)
 Z 1
 0
 e−µγ γ4β2 dβ
 Z π
 0
 sin θ dθ
 1 − β cos θ
 Z 2π
 0
 dφ
 =νeµ
 2K2(µ)
 Z 1
 0
 e−µγ γ4β log
 »
 1 + β
 1 − β
 –
 dβ ,
 que per mitjà del canvi: β = th ζ es redueix a
 〈ν′e〉 =νeµ
 K2(µ)
 Z 1
 0
 e−µ cosh ζ cosh ζ sinh ζ ζ dζ .
 Després d’una integració per parts, arribem a l’expressió següent:
 〈ν′e〉 =νe
 K2(µ)
 „
 −∂µ +1
 µ
 «Z 1
 0
 e−µ cosh ζ dζ .
 La integral del segon membre és la funció de Bessel modificada K0(µ), i utilitzantles relacions de recurrència de les funcions de Bessel s’arriba a:
 〈ν′e〉 = νeµK1(µ) +K0(µ)
 µK2(µ). (3.21)
 El producte kT té dimensions d’energia i dóna una mesura de l’energia cinèticamitjana de les partícules del gas. En el límit no relativista, aquesta energia és moltinferior a l’energia en repòs de cada partícula: kT≪mc2, i es pot fer l’aproximació
 4Synge, J. L., The relativistic gas, North Holland (Amsterdam, 1957).
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 µ ≫ 1. Si utilitzem les aproximacions asimptòtiques de les funcions Kn(µ) enl’expressió (3.21) tenim l’aproximació no relativista:
 〈ν′e〉 ≈ νe
 „
 1 − 1
 2µ
 «
 = νe
 „
 1 − kT
 2mc2
 «
 . (3.22)
 Per determinar l’amplada de la línia de l’espectre observat en el laboratori, hauremde calcular:
 〈ν′2e 〉 =ν2
 eµ
 4πK2(µ)
 Z 1
 0
 e−µγ γ3β2 dβ
 Z π
 0
 sin θ dθ
 (1 − β cos θ)2
 Z 2π
 0
 dφ
 =ν2
 eµ
 K2(µ)
 Z 1
 0
 e−µγ γ5β2 dβ = ν2e .
 On hem usat, com abans, l’expressió integral de la funció K0(µ) i les relacions derecurrència de les funcions de Bessel.
 L’amplada de la línia és doncs:
 σ =
 q
 〈ν′2e 〉 − 〈ν′e〉2 = νe
 s
 1 −„ 〈ν′e〉νe
 «2
 , (3.23)
 que en l’aproximació no relativista, µ≫ 1, dóna:
 σ ≈ νe√µ
 = νe
 r
 kT
 mc2.
 Valors típics per a àtoms de l’amplada natural per a les línies de l’espectre òpticsón Γ ≈ 108 − 109 s−1, que són menors que les provocades per l’excitació tèrmica(per a la línia groga del sodi a 500 K de temperatura tenim σ ≈ 1010 s−1).Aquesta relació canvia quan ens referim a l’eixamplament de les ratlles en lazona de l’espectre de les microones i de les freqüències ràdio, per a les qualsl’eixamplament tèrmic és menor que el natural a les temperatures que es trobenusualment al laboratori.
 En resum, els moviments de retrocés en l’emissió i l’absorció provoquen undesplaçament net de les ratlles de l’espectre. A més, la vida mitjana finita delsestats de l’emissor és la causa de l’eixamplament natural i, sobreposat a aquestsefectes, el desplaçament Doppler associat a l’agitació tèrmica produeix alhora undesplaçament i un eixamplament.
 Considerem ara la radiació emesa per un àtom quan un electró fa una transicióde E1 a E2 = E1 − hν0. Si aquesta radiació és absorbida per un altre àtom delmateix element, podrà provocar la transició inversa? En aquest cas parlaríemd’absorció ressonant.
 Si tenim en compte (3.17) i (3.16), la freqüència de la radiació absorbida és:
 νa = νe − δνa = ν0 − (δνa + δνe) < ν0 .
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 En conseqüència, no hi ha absorció ressonant llevat que moguem l’absorbent per talde produir un desplaçament cap al blau que compensi l’efecte dels dos retrocessos,δνe + δνa .
 Una altra possibilitat és que, a causa de les amplades σe i σa de les ratllesd’emissió i d’absorció, el desplaçament δνe + δνa no sigui suficient per eliminar-neel solapament. Concretant, si tenim en compte les amplades de les ratlles, lesrelacions (3.16) i (3.17) s’han de substituir respectivament per:
 emissió |νe + δνe − ν0| < σe
 absorció |ν0 + δνa − νe| < σa
 i la condició perquè sigui possible l’absorció ressonant és:
 |δνe + δνa| = |(νe + δνe − ν0) + (ν0 + δνa − νe)| < σe + σa .
 3.3.4 Mesures basades en l’efecte Mösbauer
 El descobriment de l’efecte Mösbauer (1958) va ser de gran utilitat per a lamesura del desplaçament Doppler de segon ordre. L’efecte consisteix en el fet que,per a determinades transicions gamma en nuclis inserits en una xarxa cristal.lina,el retrocés associat a l’emissió és absorbit per tot el cristall. En aquest cas, eldesplaçament de la línia de l’espectre associat a l’emissió és (en l’aproximació depetites velocitats):
 hδνe ≈ (hνe)2
 2MCc2,
 on MC és la massa del cristall (típicament està entre 1019 i 1022 vegades la massadel nucli) i l’efecte del retrocés és pràcticament inexistent. El mateix passa ambl’absorció.
 Una radiació gamma que presenta efecte Mösbauer és la transició de 14,4 keVdel 57Fe, i ha estat utilitzada en múltiples experiments.
 Considerem, per exemple, l’efecte de la temperatura (3.19). El desplaçamentDoppler de primer ordre tant pot ser cap al roig com cap al blau, en funció de ladirecció del moviment d’agitació tèrmica, i com que hem d’amitjanar per a totesles velocitats i direccions possibles dels emissors, l’efecte de primer ordre associata l’agitació tèrmica és nul. Ara bé v2/c2 sempre és positiu i no depèn de la direcciói en fer la mitjana no s’anul.la. Això comporta un desplaçament Doppler transversmitjà:
 δνe
 ν0≈ − v2
 e
 2c2= −CTe
 proporcional a la temperatura absoluta de l’emissor, on el coeficient C depèn de lafunció de distribució f(v) més adient per descriure el comportament del materialemissor (o absorbent) en les condicions de l’experiment.
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 Apantallamentde plom
 Angle d’obertura
 Finestra
 nord
 de Melinex
 NS
 cm0 1 2 3 4 5
 Comptadors proporcionals
 Figura 3.5. Perfil i planta del rotor de l’experiment de Hay et al. (1960). (Òbviament laplanta i el perfil no estan a la mateixa escala.)
 Si emissor i absorbent estan a temperatures diferents, hi haurà un desplaçamentDoppler relatiu:
 δν
 ν0≈ δνe − δνa
 ν0= −C (Te − Ta) .
 Per al 57Fe a temperatura ambient, el coeficient val C = −2, 21 · 10−15 K−1.Pound i Rebka (1960)5 van mesurar aquest efecte i van trobar una llei del tipus:
 (
 δνe
 ν0
 )
 obs
 = −(2, 09± 0, 24) 10−15 ∆T
 que concorda amb la predicció relativista.En un altre tipus de mesures de l’efecte Doppler transvers s’utilitza un rotor
 com el de la figura 3.5.En l’experiment de Hay et al. (1960),6 s’estudia l’absorció ressonant dels raigs
 gamma de 14,4 keV del 57Fe, entre un emissor i un receptor situats sobre undiàmetre del rotor a diferents distàncies del centre: RE per a l’emissor i RA per
 5Pound, R. V. i Rebka, G. A. Jr., Phys Rev. Lett., 4, 274 (1960).6Hay, H. J., Schiffer, J. P., Cranshaw, T. E. i Egelstaff, P. A., Phys. Rev. Lett.,
 4, 165 (1960).
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 absorbentemissorlucita
 eix
 comptador
 (b)
 (a)
 E O A
 ω
 E A
 Figura 3.6. Velocitats instantànies de l’emissor (E) vE = ωRE i l’absorbent (A) vA =ωRA en un rotor
 al receptor. Els raigs gamma emesos per E en la direcció radial (transversalmental moviment de E) són rebuts per A també transversalment al seu moviment. Enel sistema inercial que instantàniament veu E i A movent-se amb les velocitats ~vE
 i ~vA de la figura 3.6, com que θE = θA = 90 tenim, d’acord amb (3.9), que:
 νlab = νA γ−1A , νlab = νE γ
 −1E ,
 per tant,
 δν
 νE=νA − νE
 νE=
 √
 1 − β2E
 1 − β2A
 − 1 ≈ ω2
 2c2(R2
 A −R2E) .
 A ω = 0, δν = 0, i si tenim en compte l’eixamplament tèrmic σ, els intervalsd’emissió i d’absorció: νE ± σ i νA ± σ, respectivament, se solapen totalment il’absorció ressonant és màxima.
 En girar el disc, el solapament dels intervals disminueix i també l’absorcióressonant (figura 3.7). De manera que augmenta la transmissió i, per tant, laradiació gamma recollida en el detector.
 En el rotor de Champeney i Moon (1961)7 l’emissor i l’absorbent eren a lamateixa distància de l’eix (RE = RA). En girar el disc l’efecte Doppler transversels afecta tots dos igual, de manera que l’absorció ressonant no ha de canviar, talcom s’observa.
 7Champaney, D. C. i Moon, P. B., Proc. Pyhs. Soc.,77,350 (1960).
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 νE = νA νE νA
 σδν
 (a) (b)
 Figura 3.7. En variar ω el solapament dels intervals d’absorció i emissió disminueix: (a)ω = 0 i (b) ω 6= 0
 En l’experiment de Kundig (1963),8 l’absorbent era a 9,3 cm de l’eix del rotor il’emissor, en el centre, es movia per mitjà d’un transductor piezoelèctric, de maneraque l’efecte Doppler longitudinal de l’emissor es compensava amb l’efecte Dopplertransvers en l’absorció. Així, la magnitud d’aquest darrer es pot determinar apartir de la velocitat radial de l’emissor.
 3.3.5 L’espectre de SS 433
 L’efecte Doppler es manifesta també en els espectres de la radiació procedentdels estels (ja sigui en l’emissió visible, ràdio o raigs X). Aquí no considerarem eldesplaçament cap al roig d’origen cosmològic (que explica la llei de Hubble) ni elgravitatori, que s’expliquen en el marc de la teoria general de la relativitat.
 A finals de la dècada de 1970 es va observar un objecte, que ara es coneix coma SS 433, que és dins de la Galàxia i que presentava uns trets força especials. Elseu espectre té unes línies identificades que corresponien a emissions atòmiquesde H i de He. També té unes línies inicialment no identificades d’unes intensitatsmenors però comparables a les anteriors. Això feia pensar que l’abundància del’emissor era alta i que, per tant, havien de ser línies de l’espectre del H i del Hedesplaçades per efecte Doppler. La més marcada d’aquestes línies era a la zonaroja de l’espectre, amb una longitud d’ona de 7400 Å. La velocitat necessària perdesplaçar la línia roja més propera de l’espectre del H (6536 Å) és d’uns 40.000km/s, molt més gran (en dos ordres de magnitud) que la velocitat d’escapamentde la Galàxia i per tant no podia correspondre a un estel que es mogués a aquestavelocitat.
 Algunes d’aquestes línies «no identificades» estan desplaçades cap al roig id’altres cap al blau. A més, la posició d’aquestes ratlles en l’espectre varia d’undia per l’altre. En un interval de 30 dies, la línia roja esmentada més amunt pot
 8Kundig, W., Phys. Rev., 129, 2371 (1963).
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 augmentar la longitud d’ona en 700 Å. Això vol dir que la velocitat corresponentpassa de 20.000 km/s a 50.000 km/s .
 Un estudi més aprofundit (de l’any 1979) va revelar que l’espectre de SS 433presentava les línies de l’espectre corresponents al H i al He per triplicat: unacorresponent a la longitud d’ona en repòs λ0, una altra desplaçada cap al roig λ+
 i una altra cap al blau λ−. Totes les línies desplaçades cap al roig corresponien auna mateixa velocitat de recessió i totes les desplaçades cap al blau a una mateixavelocitat d’aproximació.
 És va observar que les longituds d’ona de les línies desplaçades realitzaven unaoscil.lació periòdica que durava 164 dies, i que els valors extrems de les velocitatsde recessió i d’aproximació es donaven al mateix temps. A més, en el seu recor-regut per l’espectre hi havia un moment en què cada línia λ+ es creuava amb lacorresponent λ−. En aquest instant, la velocitat de recessió era de 12.000 km/s .
 Amb aquestes dades, el model proposat més plausible consisteix en un sistemabinari, amb un objecte compacte E que pren matèria a l’altre component, mésgran, G. La matèria de G cau en espiral sobre E i forma un disc d’acreció. Encaure, part de la matèria rebota i surt formant dos feixos de gas no massa calent(més enllà dels 20.000 K el H i el He estan ionitzats), en la direcció de l’eix derotació de l’objecte compacte E i en sentits oposats (vegeu la figura 3.8). Ara bé,com que E i G orbiten l’un al voltant de l’altre, els eixos de rotació respectius notenen una direcció fixa, sinó que tenen un moviment de precessió.
 z
 x
 Terray
 E
 θ
 n
 −~v
 ~v
 Figura 3.8. Component compacte del sistema binari i els dos plasmons ejectats. L’eix derotació de l’estel té un moviment de precessió al voltant d’un eix fix, que prenem com az
 Si denotem per ±~v les velocitats dels raigs de gas i per n la direcció de la visual

Page 87
                        

3.3. Mesures de l’efecte Doppler relativista 89
 des de la Terra, tindrem si agafem com a eix z l’eix de rotació de l’estel,
 ~v = v (sin θ cosΩt, sin θ sin Ωt, cos θ) , n = (sinα, 0, cosα) .
 Com que la velocitat de l’objecte central ha de ser inferior a la velocitat d’esca-pament de la Galàxia, que és un parell d’ordres de magnitud inferior a les velocitatsde recessió que intentem explicar, podem suposar que aquest objecte està quiet enrelació a la Terra.
 De (3.9) i de la relació λν = c tenim:
 λR = λE γ
 (
 1 − ~v · nR
 c
 )
 . (3.24)
 Si indiquem per λ+ i λ− les longituds d’ona rebudes a la Terra procedents del’emissió dels raigs +~v i −~v, respectivament, i indiquem per λ0 la longitud d’onaen el laboratori, obtenim:
 λ± = λ0 γ[1 ∓ β (sin θ sinα cosΩt+ cos θ cosα)] . (3.25)
 Les línies corresponents a λ+ i λ− oscil.len en l’espectre amb un període T = 2π/Ω,en sentits oposats i amb una amplitud màxima λ0 γ β sin θ sinα. El punt centrald’aquesta oscil.lació, que és alhora la mitjana aritmètica i el valor de λ en què escreuen les dues línies en el seu moviment oscil.latori, és de:
 λ0 (γ − 1) ≈ λ0β2
 2.
 Aquest desplaçament romanent, correspon a l’efecte relativista de segon ordre que,com ja hem comentat més amunt, és una manifestació de la dilatació temporal.
 Amb les dades de l’observació de SS 433, es poden ajustar els paràmetres θ, α,β i T , i tenim:
 θ = 20 , α = 80 , β = 0, 26 , T = 164 dies.
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90 Capítol 3. Òptica relativista
 Problemes
 3.1 Un emissor de polsos de radar és en repòs en el punt x = 0. Un meteoritgran s’hi acosta a una velocitat constant v i en l’instat t = 0 es troba en elpunt x = −l. En els instants t = 0 i t0 < l/c són emesos dos polsos de radar,que es reflecteixen sobre el meteorit i tornen a l’emissor. Determineu: (a)l’interval de temps entre les arribades dels dos polsos al meteorit (en tempspropi del meteorit) i (b) l’interval de temps entre les arribades a x = 0 delsdos polsos reflectits.
 3.2 Tenim un sistema de naus que viatgen entre dos planetes, T i M , en unsistema de referència inercial. Les naus van equipades amb llums idènticsdavant i darrere i es mouen a una velocitat v0 tant quan van en una direcciócom quan van en la contrària. La llum procedent del davant de la nau queva cap a T té, vista des d’aquest planeta, una longitud d’ona de 5000 Å,mentre que la llum procedent del darrere de la nau que s’allunya, vista desde T , és vermella amb una longitud d’ona de 6000 Å. (a) Quant val v0. (b)Suposant que una nau, A, que va de T a M , canvia de velocitat per passara una altra, B, que va al seu davant. A quina velocitat va A respecte a Tperquè la llum de darrere de la nau B arribi a A amb una longitud d’ona de5000 Å?
 3.3 Tres emissors de ràdio idèntics (A, B i C) emeten amb una freqüència ω0. C iB s’allunyen de A a velocitat ~v i −~v respectivament. Quant val la freqüènciadel senyal que rep C procedent de B? I la del senyal que rep C procedentde A?
 3.4 Un mirall es mou en una direcció perpendicular al seu pla amb una velocitatv. Un raig de llum incideix formant un angle Θ. Quin angle forma el raigreflectit? Com canvia la freqüència? Si el mirall es mou paral.lelament al seupla, proveu que l’angle de reflexió i el d’incidència coincideixen. Què passaamb la freqüència?
 3.5 Un pió neutre π0 es desintegra en dos fotons gamma.(a) D’un feix de pions π0, tots amb la mateixa velocitat v, se’n desintegrenN0. Determineu la distribució de fotons emesos en funció de la direcció
 dN
 dΩ(θ, φ)en el sistema del laboratori si sabem que en el sistema comòbil
 amb el feix la distribució és uniforme.(b) Si en el sistema del laboratori el nombre de fotons que surten cap enda-vant (en el sentit del feix) és Nf i el nombre dels que surten cap endarrereés Nb, quant val la velocitat v en funció del quocient Nf/Nb ?
 3.6 Un objecte quasi puntual explota en el seu sistema en repòs en una distri-bució isòtropa de partícules idèntiques que s’allunyen a la mateixa velocitatdel centre formant una closca esfèrica.
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 (a) Quina distribució de velocitats tenim en el sistema de referència en elqual l’objecte es mou a velocitat ~v? Utilitzeu aquest resultat per determinarla geometria de la figura que formen les partícules. Què passa si les partícu-les són fotons?(b) Determineu la distribució angular del nombre de partícules en aquestsistema en termes de la mateixa quantitat en el sistema en repòs, és a dir,de dN/dΩ = N/(4π) (Ω és l’angle sòlid i N és el nombre total de partícules).Podeu deixar el resultat en forma implícita.
 3.7 Un model simplificat de l’expansió de l’Univers consisteix a considerar quel’espaitemps és el de Minkowski i que cada galàxia s’allunya de la Terraa una velocitat que podem considerar constant. La brillantor aparent Ba
 d’una galàxia es defineix per l’energia rebuda a la Terra per unitat d’anglesòlid i unitat de temps, mentre que la brillantor real Br és l’energia emesaper unitat de temps i angle sòlid en el sistema de referència propi.
 Demostreu que per a una galàxia que s’allunya radialment de la Terra a unavelocitat v = cβ, la relació Ba/Br és la quarta potència del coeficient Dop-pler. (Ajut: Compteu que, d’una banda, si l’energia és el nombre de fotonsper hν, es veurà afectada per l’efecte Doppler, i de l’altra, les direccionsd’aquests fotons es veuran modificades per l’aberració. A més, el temps quedura l’emissió no és exactament igual al temps que dura la recepció.)
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Capítol 4
 L’espaitemps de Minkowski
 4.1 Introducció
 «La invariància per translacions o rotacions d’espai l’hem conside-rat fins ara com una propietat de l’espai en canvi la invariància permoviments uniformes l’hem considerat una propietat de les equacionsde moviment. Aquestes darreres ens barrejaven l’espai i el temps. Siintentéssim descobrir una propietat d’un espai abstracte de quatre di-mensions que englobés l’espai i el temps potser trobariem lligades deforma natural a aquest espaitemps unes transformacions d’origen geo-mètric que a la mecànica clàssica tenien orígens diferents.»
 D’aquesta manera raonava Minkowski en la conferència de Colònia de 1908.Ja hem vist com les transformacions de Lorentz (2.14, 2.15) que relacionen les
 coordenades (~x, t) i (~x′, t′) en dos sistemes de referència inercials fan intervenir demanera essencial les quatre coordenades. El temps ja no té un significat absolut,independent del sistema de referència, i no podem considerar-lo separadament del’espai com estàvem acostumats a fer en la cinemàtica newtoniana.
 Els objectes elementals que ens interessaran a partir d’ara seran els esdeve-niments. Cada sistema de referència caracteritza un esdeveniment pel lloc i perl’instant en què es produeix: quatre coordenades, tres d’espacials (x1, x2, x3) i unade temporal, t. Dos successos que per a un sistema de referència han coincidit enel lloc de l’espai i l’instant de temps són indistingibles a efectes de la cinemàtica:són el mateix esdeveniment.
 El conjunt de tots els esdeveniments s’anomena espaitemps i té quatre dimen-sions, perquè aquest és el nombre de coordenades necessàries per identificar-neinequívocament cada element.
 Com ja s’ha fet a l’apartat 2.4, per tractar les quatre coordenades en peud’igualtat substituirem t per x4 ≡ ct, que té dimensions de longitud com les altrestres. Denotarem les quatre coordenades d’un esdeveniment per xµ, on l’índex grec
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 va d’1 fins a 4. Quan utilitzem índexs llatins, com ara i, sobreentendrem que potanar només d’1 fins a 3.
 Per bé que no podrem separar les coordenades espacials de la temporal i queles tractarem totes quatre com si fossin equivalents, convé recordar que no ho sóncompletament. En efecte, les coordenades cartesianes d’espai són el resultat defer mesures amb regles rígids, mentre que la coordenada temporal es mesura ambrellotges estacionaris sincronitzats. A més, l’ordre temporal té a veure amb lesrelacions causa-efecte.
 En l’apèndix A al final del llibre es tracten amb detall els conceptes tensorialsi mètrics necessàris per al desenvolupament del present capítol.
 4.2 L’espaitemps de Minkowski
 L’existència d’una família infinita de sistemes de referència inercials, pròpia dela relativitat especial, confereix a l’espaitemps una geometria específica i per aixòse l’anomena espaitemps de Minkowski. Les coordenades, xν i xµ′, d’un mateixesdeveniment segons dos sistemes de referència inercials, K i K′, estan relacionadesper una transformació de Poincaré:
 xµ′ = Λµ′νx
 ν +Aµ′ , (4.1)
 on Λµ′ν és una matriu de Lorentz general, que sempre es pot descompondre com
 a producte de transformacions de Lorentz pures1 Lµν i rotacions, i Aµ′ representa
 la translació d’origen que porta O a O′. En la igualtat anterior hem utilitzat elconveni d’Einstein: si en una expressió apareix un índex repetit, un cop com asubíndex i un altre com a superíndex, se sobreentén el sumatori per a tots elsvalors possibles d’aquest índex.
 Si P i Q són dos esdeveniments, la posició relativa o desplaçament
 ∆xµ ≡ xµQ − xµ
 P , µ = 1, 2, 3, 4 ,
 és un vector —sota el grup afí de 4 dimensions i, en particular, sota el grup dePoincaré que n’és un subgrup (vegeu l’apèndix A). Tindrem:
 ∆xµ′ = Λµ′ν∆xν
 i en direm 4-vector, per recalcar que té quatre components i distingir-lo dels vectorsen l’espai tridimensional.
 4.2.1 La mètrica de Minkowski
 Ja hem vist a la secció 2.4 que l’interval entre dos esdeveniments (2.10) valel mateix en tots els sistemes de referència inercials o, dit d’una altra manera, és
 1L’expressió general d’aquestes transformacions ha estat determinada a l’apartat 2.4 per lesfórmules 2.18.
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 invariant sota transformacions de Poincaré (4.1). En relació amb la geometria del’espaitemps de Minkowski tindrà un paper anàleg al que té la distància (1.1) enl’espai euclidià tridimensional, que és invariant sota les transformacions del grupeuclidià (1.2).
 Per utilitzar una notació més compacta, denotarem per ηµν la matriu
 (ηµν) =
 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 −1
 (4.2)
 de manera que si la posició relativa de dos esdeveniments és ∆xµ, l’interval inva-riant es pot escriure com:2
 ∆s2 = ηµν ∆xµ ∆xν = (∆x1)2 + (∆x2)2 + (∆x3)2 − (∆x4)2 (4.3)
 i de les consideracions anteriors sobre la invariància de l’interval se segueix que
 ηµν ∆xµ ∆xν = ηµ′ν′ ∆xµ′ ∆xν′ .
 Però com que els dos esdeveniments són arbitraris, la igualtat anterior val per aun desplaçament ∆xµ qualsevol. En conseqüència, donat un 4-vector qualsevolV µ, la quantitat ηµν V
 µ V ν és un escalar de Lorentz. És a dir,
 ηµν Vµ V ν = ηµ′ν′ V µ′ V ν′ (4.4)
 amb V µ′ = Λµ′νV
 ν , on Λµ′ν és una transformació de Lorentz general i ηµ′ν′ ve
 donada, com ηµν , per (4.2).Com que la matriu ηµν és simètrica (ηµν = ηνµ), donats dos 4-vectors qualsse-
 vol, T µ i V ν , tenim la identitat següent:
 ηµνTµ V ν =
 1
 2[ηµν (T µ + V µ) (T ν + V ν) − ηµνT
 µ T ν − ηµνVµ V ν ] ,
 de la qual se segueix que ηµνTµ V ν és un escalar de Lorentz —per ser suma
 de tres escalars de Lorentz. Per aplicació del criteri de tensorialitat (vegeu lasecció A.1.6), resulta que ηµν és un tensor de Lorentz, 2-covariant i simètric3
 que anomenarem mètrica de Minkowski. Aquesta mètrica és el fonament de lageometria de l’espaitemps de Minkowski. L’invariant ηµνT
 µ V ν és el producte deMinkowski dels 4-vectors T µ i V ν .
 És una mètrica no degenerada, ja que det(ηµν) = −1 6= 0 , i la seva inversa és,en forma de matriu:
 (ηµν) =
 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 −1
 . (4.5)
 2Mantenim la notació habitual, ∆s2, per a l’interval invariant, amb el benentès que això nopressuposa que aquesta quantitat és positiva, com es podria inferir de l’exponent 2.
 3A partir d’ara sobreentendrem el qualificatiu Lorentz sempre que ens referim a tensors.
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 Amb la mètrica de Minkowski (4.2) i la seva inversa (4.5), les operacions debaixar i pujar índexs (vegeu la secció A.A.2 per als detalls) queden així:
 Baixar índexs Si V µ és un 4-vector, podem construir el 4-vector covariant Vµ ≡ηµν V
 ν . Els components són:
 V4 = −V 4 , Vi = V i, i = 1, 2, 3.
 Pujar índexs Si ara Wµ és un 4-vector covariant, podem construir el 4-vectorcontravariant Wµ ≡ ηµν Wν , que té per components:
 W4 = −W 4 , Wi = W i, i = 1, 2, 3.
 Així doncs, el producte mètric dels dos vectors V µ i W ν es pot expressarindistintament com a:
 ηµνWµ V ν = Wν V
 ν = Wµ Vµ = ηµνWµ Vν . (4.6)
 4.3 Classificació dels intervals
 En la mètrica de Minkowski la coordenada temporal hi té un paper diferenciatde les espacials (η44 = −1, mentre que ηii = +1). Una conseqüència immediata ésque el producte de Minkowski d’un 4-vector per ell mateix no té un signe definit—contràriament al que passa amb el producte escalar ordinari de dos 3-vectors.Aquesta propietat ens serveix per classificar els 4-vectors, V µ, en:
 tipus espai, quan ηµν Vµ V ν > 0,
 tipus temps, quan ηµν Vµ V ν < 0 i
 tipus llum, nuls o isòtrops, si ηµν Vµ V ν = 0.
 De manera semblant, si prenem un esdeveniment P com a origen, qualsevolaltre esdeveniment Q es pot classificar en relació amb ell segons si ∆xµ = xµ
 Q −xµ
 P és un 4-vector de tipus espai, de tipus temps o de tipus llum. Com que laclassificació es fa basant-se en l’invariant ηµν V
 µ V ν , és ella mateixa independentdel sistema de referència inercial utilitzat.
 Les raons d’aquesta denominació són òbvies pel fet que:
 (a) Si en un sistema de referència K, xiP 6= xi
 Q, i = 1, 2, 3 i x4P = x4
 Q, la separacióentre P i Q és espacial en K i, a més,
 ∆s2 = ηµν ∆xµ ∆xµ = |∆~x|2 > 0 .
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 (b) Si, per contra, xiP = xi
 Q, i = 1, 2, 3 i x4P 6= x4
 Q, la separació entre P i Q éstemporal en K i, a més,
 ∆s2 = ηµν ∆xµ ∆xµ = −(∆x4)2 < 0 .
 (c) Finalment, si Q és un esdeveniment sobre un front d’ona lluminosa (esfè-rica) que s’ha originat en l’esdeveniment P , aquests esdeveniments estanconnectats per un raig de llum i:
 ∆s2 = ηµν ∆xµ ∆xµ = |∆~x|2 − c2 (∆t)2 = 0 .
 Les dues propietats següents són els enunciats inversos dels anteriors.
 Proposició 1 Si la separació ∆xµ entre dos esdeveniments, P i Q, és de tipustemps, hi ha un sistema de referència inercial K† en què P i Q passen al mateixlloc.
 En efecte, de la transformació de Lorentz (2.14) tenim:
 ∆~x† = ∆~x+γ − 1
 β2(∆~x · ~β) ~β − γ ~β∆x4
 i hem de trobar ~β tal que ∆~x† = 0. De l’anàlisi dels components de l’equaciótenim que la solució és:
 ~β =∆~x
 ∆x4.
 Però perquè es tracti pròpiament d’una transformació de Lorentz cal que |~β| < 1,és a dir, |∆x4| > |∆~x|, la qual cosa està garantida si, i només si,
 ∆s2 = |∆~x|2 − |∆x4|2 < 0 .
 De la invariància de l’interval tenim que, expressat en el sistema de referència K†,val −(∆x4†)2, d’aquí que poguem dir que un interval de tipus temps es mesuraamb un rellotge.
 És més, per a aquest valor de β, el valor de la quarta coordenada en el sistemaK† és:
 ∆x4† = γ(
 ∆x4 − ~β · ∆~x)
 = γ−1∆x4 ,
 que té el mateix signe que el quart component ∆x4.
 Proposició 2 Si la separació ∆xµ entre dos esdeveniments, P i Q, és de tipusespai, hi ha un sistema de referència inercial K† en què P i Q són simultanis.
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 En efecte, considerem ara el component temporal (2.15) de la transformacióde Lorentz:
 ∆x4† = γ (∆x4 − ~β · ∆~x) .Si volem trobar ~β tal que ∆x4† = 0, una solució és:
 ~β =∆x4
 |∆~x|2 ∆~x .
 Però perquè es tracti efectivament d’una transformació de Lorentz cal que |~β| < 1,és a dir, |∆x4| < |∆~x|, la qual cosa està garantida si, i només si,
 ∆s2 = |∆~x|2 − |∆x4|2 > 0 .
 Com en el cas anterior, de la invariància de l’interval tenim que, expressat en elsistema K†, val |∆~x†|2, que es mesura amb regles estacionaris en aquest sistemade referència.
 Una conseqüència immediata de les dues proposicions anteriors és el resultatsegüent:
 Proposició 3 Si un 4-vector V µ és temporal i orientat cap al futur, existeix al-menys un sistema de referència K† en què
 V j† = 0 , j = 1, 2, 3, i V4† > 0 .
 I si un 4-vector Wµ és de tipus espai, hi ha un sistema de referència (de fet, molts)en què V 4† = 0.
 4.4 Els cons de llum
 Amb la classificació anterior, a partir d’un esdeveniment P donat podem dividirl’espaitemps en unes regions ben definides, independents del sistema de referènciaen què es faci aquesta divisió.
 La regió ΓP la formen els esdeveniments Q tals que ∆xµ = xµQ−xµ
 P és de tipustemps (vegeu la figura 4.1). La regió ΠP la constitueixen els esdeveniments perals quals ∆xµ és de tipus espai. El con de llum el formen els esdeveniments queestan en la frontera entre ΓP i ΠP , aquells per als quals ∆xµ és de tipus llum. Laregió ΓP és l’interior del con de llum i ΠP , l’exterior. Denotarem per ΓP la regióformada pel con de llum i el seu interior.
 La raó d’aquesta nomenclatura resulta òbvia a partir de la figura 4.1. Consi-derem, per exemple, la secció de la regió ΓP per l’hiperplà x4 = constant ; estàformada pels esdeveniments que satisfan
 |~x− ~xP |2 ≤ (x4 − x4P )2 ,
 és a dir, són dins de l’esfera de centre ~xP i radi |x4 − x4P |. Així, doncs,
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 ΠP
 x4
 ~x
 Futur absolut
 Present
 Present
 Hiperplà desimultaneïtat
 Passat absolut
 Γ+P
 Γ−P
 P
 Figura 4.1. Con de llum amb vèrtex a P . Per limitacions de la representació en unafigura plana, heu d’imaginar l’espai de tres dimensions representat pel pla horitzontal
 (a) ΓP té per eix de simetria la recta d’equació:
 x1 = x1P , x2 = x2
 P i x3 = x3P
 (b) i les seves «seccions horitzontals» són esferes, el radi de les quals augmentaproporcionalment a la distància al vèrtex ~xP .
 Passat, present i futurEn la figura 4.1 també veiem com ΓP té dues branques: Γ
 +
 P i Γ−P , segons que ∆x4
 sigui positiu o negatiu. S’anomenen, respectivament, con de llum futur i con dellum passat de P . Els interiors respectius es denoten per Γ+
 P i Γ−P .
 Aquesta divisió també és invariant de Lorentz. En efecte, si ηµν xµ xν ≤ 0 i
 ∆x4 > 0, llavors 0 ≤ |∆~x| ≤ ∆x4 . En un altre sistema inercial, K′, de (2.15) ide |~β| < 1 tindrem:
 ∆x4′ = γ (∆x4 − ~β · ∆~x) ≥ γ (∆x4 − |~β| |∆~x|) > γ (∆x4 − |∆~x|) ≥ 0 ,
 és a dir, ∆x4′ > 0. Un raonament semblant s’aplica quan ∆x4 < 0.Γ
 +
 P està format pels esdeveniments tals que: ∆s2 ≤ 0 i ∆x4 > 0. Són esde-veniments que es poden connectar amb P per un senyal físic, que viatgi a unavelocitat inferior a c. Aquesta regió és el futur absolut de P (absolut en el sentitque no depèn del sistema de referència). De manera semblant, Γ
 −P és el passat
 absolut de P .La regió ΠP , complementària de ΓP = Γ
 +
 P ∪ Γ−P , és el present absolut de P .
 Està format per esdeveniments Q tals que ∆x4 pot ser positiu, negatiu o nulsegons el sistema de referència. Ja hem vist en la secció 4.3 (proposició 2) que
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 per a cada Q ∈ ΠP existeix un sistema de referència inercial per al qual P i Qsón simultanis (∆x4 = 0). Es tracta, doncs, d’esdeveniments que no poden estarcausalment connectats amb P . (Si no, hi hauria sistemes inercials que veurienl’efecte P abans que la causa Q.)
 Per contra, el futur absolut Γ+
 P està format per tots els esdeveniments Q quepodrien tenir P per causa. Per a tots els sistemes de referència inercials, Q ésposterior a P (∆x4 > 0). I al seu torn, el passat absolut Γ
 −P són tots els esdeve-
 niments que podrien haver estat la causa de P .
 Ordenació temporalLa família de cons Γ
 +
 P amb vèrtex a qualsevol esdeveniment P de l’espaitempsens permet de definir una ordenació temporal dels esdeveniments, independentdel sistema de referència. Així, la relació:
 P és anterior a Q si, i només si, Q ∈ Γ+
 P
 és una vertadera relació d’ordre. Les propietats reflexiva i antisimètrica són òbvies,mentre que la transitiva se segueix de la propietat següent.
 Proposició 4 La suma de dos 4-vectors tipus temps o tipus llum orientats cap alfutur és ell mateix un 4-vector temporal o tipus llum orientat cap al futur. (I ésde tipus llum si, i només si, tots dos 4-vectors són de tipus llum i paral.lels.)
 En efecte, siguin V µ i W ν els dos 4-vectors i T µ = V µ + Wµ, la suma. Elcomponent T 4 és positiu perquè ho són els sumands. A més,
 ηµν Tµ T ν = ηµν V
 µ V ν + ηµν WµW ν + 2 ηµν V
 µW ν .
 Ara bé, a conseqüència de la hipòtesi: 0 ≤ |~V | ≤ V 4 i 0 ≤ | ~W | ≤W 4,i, per tant,
 ηµν Vµ W ν = −V 4W 4 + ~V · ~W ≤ −V 4W 4 + |~V | | ~W | ≤ 0 ,
 de manera que:
 ηµν Tµ T ν ≤ ηµν V
 µ V ν + ηµν WµW ν ≤ 0 ,
 que demostra la proposició.Per aplicació iterada d’aquest resultat, es veu la seva validesa quan el nombre
 de sumands és més gran que 2.La propietat algebraica següent ens serà útil més endavant.
 Proposició 5 Qualsevol 4-vector es pot posar com a combinació lineal de dos4-vectors temporals orientats al futur.
 En efecte, sigui tµ = (~t, t4). Si és temporal ell mateix, és obvi que es compleixl’enunciat, i si és espacial o de tipus llum, prenem: uµ = (~t/2, t4 + h) i wµ =(−~t/2, h) , amb h > 0 prou gran perquè tant uµ com wµ siguin temporals i futurs.Llavors tenim: tµ = uµ − wµ .
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 4.5 Línia d’univers d’un punt material
 Si ens fixem en un punt material i en seguim la història, tenim una corbacontínua en l’espaitemps que s’anomena línia d’univers. L’evolució d’un objecteextens i connex la representarem pel feix de les línies d’univers de les seves partselementals: el seu tub d’univers.
 Si volem representar l’evolució d’objectes puntuals que poden ser anihilats ocreats en algun moment, les línies d’univers corresponents acabaran sobtadamenten esdeveniments d’aquest tipus.
 4.5.1 Parametrització, orientació i causalitat
 La línia d’univers d’un punt material és una corba en l’espaitemps que, enforma paramètrica, ve donada per quatre funcions:
 λ→ xµ(λ) = (~x(λ), ct(λ))
 contínues i derivables amb continuïtat (excepte, potser, en un nombre finit depunts). Demanarem a més que x4(λ) = ct(λ) sigui una funció estrictament crei-xent, de manera que, si λ1 < λ2, llavors t(λ1) < t(λ2), i que la consideremorientada del passat cap al futur.
 Un punt material pot ser la seu de processos físics, biològics, etc. Per tant hade ser possible una ordenació causal absoluta dels esdeveniments que en conformenla línia d’univers. Del que hem vist a la secció (4.4), això només es pot donar sisempre que λ1 < λ2, llavors xµ(λ2) és en el futur absolut de xµ(λ1). És a dir,xµ(λ2) − xµ(λ1) és un vector temporal (o tipus llum) i orientat cap al futur. Ésfàcil comprovar que aquesta condició es dóna si, i només si,
 xµ(λ)xµ(λ) ≤ 0 i x4(λ) > 0 (4.7)
 amb xµ(λ) ≡ dxµ/dλ. Es diu llavors que la línia d’univers és de tipus temps (ollum) i orientada cap al futur.
 Quan la línia és temporal, i a conseqüència de la proposició 3, en cada puntxµ(λ) de la línia d’univers hi ha un conjunt de sistemes de referència inercials enrepòs relatiu S†
 λ que veuen el punt material instantàniament en repòs.Una altra conseqüència de (4.7) és que la línia d’univers d’un punt material
 està continguda en els cons de llum de qualsevol dels seus punts (vegeu la figura4.2). En efecte, considerem el punt xµ(λ0). Per a λ > λ0,
 xµ(λ) − xµ(λ0) =
 ∫ λ
 λ0
 xµ(τ) dτ .
 La integral és el límit d’una suma de quadrivectors temporals (o llum) orientatscap al futur. Pel que hem vist en la proposició 4, aquesta suma serà ella mateixaun 4-vector temporal (o llum), i xµ(λ) és en el con de llum amb vèrtex a xµ(λ0).
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 λ > λ0
 xµ(λ0)
 xµ(λ)
 Figura 4.2. La línia d’univers d’un punt material està tota continguda dins del con dellum de qualsevol dels seus punts
 En principi la parametrització de la línia d’univers es pot escollir com mésconvingui. De fet, quasevol funció σ = σ(λ) derivable amb continuïtat (exceptepotser en un nombre finit de punts) i tal que σ ≡ dσ(λ)/dλ > 0, per a qualsevolvalor de λ ens permet de reparametritzar la línia segons:
 zµ(σ) ≡ xµ(λ(σ)) , (4.8)
 on λ(σ) és la funció inversa de la donada i σ(λ(σ1)) = σ1.La corba (4.8) està formada per la mateixa successió d’esdeveniments que la
 xµ(λ), però està recorreguda a un altre ritme. La relació entre els vectors tangentsen les dues parametritzacions s’obté d’aplicar la regla de la cadena:
 zµ(σ) =dzµ
 dσ=dxµ
 dλ
 dλ
 dσ=
 1
 σ
 dxµ
 dλ.
 Com que σ > 0, llavors zµ(σ) també satisfà la condició causal (4.7).Un exemple interessant, i sovint útil, de parametrització consisteix a prendre
 λ = t , el temps coordenat; de manera que si ~x(t) és la trajectòria del punt M enel sistema inercial K, tenim:
 xµ(t) = (~x(t), ct) .
 Aquesta parametrització té l’inconvenient que t no és invariant sota canvis desistema de referència. Quan el paràmetre sí que és un escalar de Lorentz, demanera que λ = λ′, les quatre derivades xµ(λ) són els components d’un 4-vector.En efecte, ja hem vist que el desplaçament infinitesimal és un 4-vector:
 dxµ′
 = Λµ′
 ν dxν ,
 si a més dλ = dλ′, tenim:
 xµ′(λ′) =dxµ′
 dλ′= Λµ′
 ν
 dxν
 dλ= Λµ′
 ν xν(λ) .
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 4.5.2 El temps propi
 A partir de l’expressió infinitesimal de l’interval, (2.10), sobre la línia d’universd’un punt material podem definir:
 dτ2 = − 1
 c2ds2 = − 1
 c2ηµνdx
 µdxν , (4.9)
 on el factor c−2 s’introdueix perquè τ tingui dimensions de temps. Aquest és unparàmetre invariant que s’anomena temps propi.
 La funció τ(λ) de reparametrització s’obté de dividir (4.9) per dλ2, treurel’arrel i integrar:
 τ − τ0 =1
 c
 ∫ λ
 λ0
 dλ√
 −ηµν xµ(λ)xν (λ) . (4.10)
 Com que la corba és temporal, l’arrel és real. La constant d’integració τ0 reflecteixl’arbitrarietat en l’elecció de l’origen de la parametrització.
 Si el paràmetre de partida és el temps coordenat t, llavors x4 = ct i
 dxµ
 dt= (~v, c) amb ~v =
 d~x
 dt,
 de manera que (4.9) i (4.10) donen, respectivament:
 dτ = γ−1 dt = dt√
 1 − v2/c2
 τ − τ0 =
 ∫ t
 t0
 √
 1 − v2/c2dt
 (4.11)
 El paràmetre τ l’hem definit amb dimensions de temps, però no tindrà capsignificat físic fins que no diguem amb quin rellotge es mesura. Si es tracta d’unpunt material M amb un moviment rectilini i uniforme respecte al sistema inercialK, llavors:
 ~x(t) = ~x0 + t ~v , amb ~v constant ,
 la línia d’univers és una recta en l’espaitemps i podem triar un sistema de referènciainercial K† comòbil amb M . Integrant (4.11), el temps propi i el temps coordenaten K guarden la relació:
 ∆τ = ∆t√
 1 − v2/c2
 que és la mateixa relació (2.23) que guarden la duració pròpia ∆t† i la duració ∆tsegons K. Així, ∆τ = ∆t† es mesurarà amb un rellotge estacionari en K† i, pertant, comòbil amb M . És més, qualsevol sistema de referència comòbil amb Mmesura el mateix ∆t†.
 Si el moviment de M és arbitrari, en cada instant t hi ha tota una família desistemes inercials instantàniament comòbils amb el punt (tots ells estan en repòs
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 relatiu i els rellotges dels uns i els altres portaran la mateixa marxa). Triem un K†t
 (que segurament canviarà amb t). Per a intervals de temps infinitesimals tindrem:
 dτ = dt√
 1 − v(t)2/c2 = dt† .
 En conseqüència, i d’acord amb l’equació (4.10), ∆τ és la suma d’una infinitat detemps infinitesimals, dt†, que es mesuren amb els successius rellotges estacionarisen els corresponents sistemes comòbils, K†
 t .En aquest punt afegim el següent postulat referent al funcionament de rellotges
 accelerats:
 Postulat 1 Un rellotge comòbil amb un punt material entre dos esdevenimentsxµ(t0) i xµ(t) indicarà τ − τ0 donat per (4.11).
 Aquest postulat equival a suposar que, al primer ordre d’aproximació (del puntde vista infinitesimal), el rellotge comòbil amb el punt material (potser accelerat)marxa al mateix ritme que el rellotge inercial instantàniament comòbil. Equivaltambé al que s’anomena hipòtesi dels rellotges:
 La marxa d’un rellotge ideal només es veu afectada per la seva velocitat,però no per la seva acceleració.
 És un enunciat que no es dedueix dels dos postulats d’Einstein, els quals no-més es refereixen a sistemes inercials. Es tracta d’una hipòtesi sobre la física delrellotge, i equival a dir que la dinàmica d’un rellotge segons un sistema de refe-rència instantàniament comòbil i accelerat és igual que la dinàmica d’un rellotgeidèntic estacionari en un sistema de referència inercial. La seva validesa s’hauràde contrastar amb l’experiència.
 Abans d’entrar-hi, però, convé remarcar la semblança amb un cas extret dela geometria euclidiana: la longitud d’una corba rectificable. La línia d’universd’un moviment accelerat és una corba en l’espaitemps (per oposició a la recta, querepresenta un moviment rectilini i uniforme). En geometria euclidiana, per deter-minar la longitud d’una corba l’aproximem per una poligonal de costats rectilinisinfinitesimals, dl. La suma
 ∫
 dl dóna la longitud de la corba. En el cas present, dirque la duració pròpia entre x(λ1) i x(λ2) ve donada per la integral (4.10) equivala aproximar la línia d’univers corba per una seqüència de moviments rectilinis iuniformes de duració pròpia infinitesimal dτ .
 4.6 La paradoxa dels bessons. Realitzacionsexperimentals
 En l’exemple 2.3 hem plantejat la paradoxa dels bessons, suposant que la Terrai l’estel eren estacionaris en un sistema inercial, i l’hem resolta tot observant queels sistemes de referència estacionaris respectius no són tots dos inercials. En
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 termes de l’espaitemps, podem dir que els esdeveniments de partida i trobada, P iQ, determinen una única línia d’univers recta: correspon a la línia d’univers d’enTerenci, mentre que la línia d’univers d’en Carles té dos trams rectilinis: un de Pa R, l’instant en què en Carles arriba a E i comença el retorn a la Terra, i l’altrede R a Q. (Vegeu la figura 4.3.)
 (a)
 P
 T
 Qx4
 x1
 C
 C
 R
 (b)
 P
 T
 Q
 x4′
 x1′
 C
 C
 R
 (c)
 P
 T
 Q
 x4′′
 x1′′
 C
 C
 R
 Figura 4.3. Diagrames d’espaitemps del viatge de la paradoxa dels bessons representat:(a) en el sistema de referència del bessó que roman a la Terra, (b) en el sistema comòbilamb la nau en viatge d’anada i (c) segons la nau en viatge de tornada
 Podem aplicar (4.11) per determinar tant el temps propi transcorregut per aen Terenci
 ∆τT = tQ − tP ,
 on tP i tQ són els temps de P i Q en el sistema de la Terra, com també el d’enCarles
 ∆τC =
 ∫ tQ
 tP
 dt
 √
 1 − v2
 c2= ∆τT
 √
 1 − v2
 c2.
 Aquesta és, doncs, la resposta quantitativa de la teoria especial de la relativi-tat, complementada amb el postulat dels rellotges, a l’anomenada paradoxa delsbessons. Tot seguit en veurem dues realitzacions experimentals.
 4.6.1 Desintegració de muons en vol
 En l’experiment de Bayley et al. (1977)4 es mesura la dilatació temporalrelativista per a muons µ± en òrbita circular en un anell d’emmagatzematge alCERN.
 D’acord amb (4.11) la predicció de la teoria especial de la relativitat i el postu-lat dels rellotges, la vida mitjana τ dels muons en vol és:
 τ = τ0
 √
 1 − v2
 c2= τ0 γ , (4.12)
 4Bayley, J. et al., Nature, 268, 301 (1977).
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 on v és la velocitat dels muons en l’anell i τ0, la vida mitjana dels muons en repòs.Per a aquest valor prenen com a referència el determinat per Baladin et al. (1974)que figura a la taula 4.1.
 Els muons s’obtenen per la desintegració en vol
 π− −→ µ− + νµ
 de pions de moment lineal 30 GeV/c i s’injecten en l’anell d’emmagatzematge de14 m de diàmetre.
 Per anàlisi de l’estructura del paquet de muons que circula per l’anell al llargd’un període de 0,147 µs es pot determinar la freqüència de rotació, la qual permetde determinar el factor γ = 29, 327± 0, 004. L’error correspon a una incertesa de±1 mm en el radi de les òrbites.
 Vides mitjanes5de µ± en µs
 µ+ µ− mitjana
 τ 64, 419± 0, 058 64, 368± 0, 029 64, 378± 0, 026
 τ0 2, 1966± 0, 0020 2, 1948± 0, 010 2, 1952± 0, 009
 Taula 4.1. τ =vida mitjana en vol, τ0 =vida mitjana en repòs. [Bayley, J. et al., Nature,268, 301 (1977)]
 La petitesa del paràmetreτ
 γτ0−1 dóna idea de la bondat de la predicció teòrica
 (4.12). Per als valors mitjans de la població µ± dóna:
 64, 4
 29, 3 · 2, 20− 1 = −9 · 10−4 .
 4.6.2 L’experiment de Hafele i Keating
 Per comparar la marxa de dos rellotges, R1 en moviment arbitrari i R0 estaci-onari en un sistema inercial K, els posarem a zero en el moment que es troben perprimera vegada i en compararem les indicacions quan es tornin a trobar. Si ~v(t)és la velocitat de R1 respecte a K, de (4.11) tenim que el retard de R1 respecte aR0 és:
 τ − t =
 ∫ t
 0
 dt
 √
 1 − v(t)2
 c2− t .
 Per a velocitats petites, l’expressió anterior es pot aproximar per:
 τ − t ≈ 1
 2c2
 ∫ t
 0
 dt v(t)2 = −t v2
 2c2, (4.13)
 4Baladin, M. P. et al., Soviet Phys. JETP, 40, 811 (1974).
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 on v és un valor mitjà de la velocitat.Si t és suficientment gran, fins i tot per a velocitats com les dels avions comer-
 cials aquesta diferència pot ser mesurable. De fet, des de principis de la dècadadels setanta, amb els rellotges atòmics de cesi portàtils s’ha assolit una estabilitatmolt gran, que permet de precisar al nanosegon. Hafele i Keating (1972)6 es vanplantejar una realització experimental de la paradoxa dels bessons —també ditadels rellotges.
 En aquest cas els «bessons» són tres rellotges de 133Cs: l’un, RB, que resta enun aeroport i els altres dos que fan la volta al món en un avió comercial, l’un cap al’est i l’altre en sentit oest. Com que l’experiment dura més d’un dia, l’aeroport noés estacionari en un sistema aproximadament inercial. El sistema de referència Kadient al cas té l’origen en el centre de la Terra i els tres eixos ancorats en l’esferadels estels fixos. Segons K, el rellotge RB està en moviment circular uniforme idiàriament descriu una circumferència de radi r cosλ en sentit oest-est (r és el radide la Terra i λ, la latitud de l’aeroport).
 Si per simplificar suposem que l’aeroport és sobre l’equador i que els dos volses fan seguint aquesta línia a velocitat constant v respecte al terra (prenem lavelocitat positiva en sentit oest-est), la velocitat respecte a K és rΩ + v, on Ωés la velocitat de rotació de la Terra. (Com que es tracta de velocitats petitescomparades amb la de la llum, la llei d’addició de velocitats de Galileu és vàlidaen l’aproximació que treballem.)
 De (4.13) podem obtenir la diferència dels temps indicats pels rellotges RB del’aeroport i RA de l’avió:
 τA − τB ≈ −t 1
 2c2(rΩ ± v)2 + t
 1
 2c2r2Ω2 ≈ −t 1
 2c2(±2rΩv + v2) ,
 on t ≈ τB és el temps coordenat K entre la partida i l’arribada, i el signe és+ o − segons si el vol va cap a l’est o cap a l’oest. Si posem una velocitataproximada de 1 000 km/h per a l’avió, rΩ = 4 · 107 m/dia i una duració delviatge t ≈ τA ≈ τB ≈ 40 h, tenim:
 τAE − τB ≈ −2, 6 · 10−7 s ≈ −260 ns
 τAO − τB ≈ 1, 4 · 10−7 s ≈ 140 ns
 segons que es tracti d’un vol cap a l’est o cap a l’oest.En l’experiment real de Hafele i Keating, els avions no volen a velocitat cons-
 tant ni tampoc segueixen l’equador, però el retard del rellotge de l’avió respecteal de l’aeroport es pot determinar a partir de les dades de la trajectòria i de lavelocitat instantània:
 (τA − τB)cin ≈ − 1
 2c2
 ∫ t
 0
 dt[
 2r cosλ(t)Ωv(t) cos θ(t) + v(t)2]
 , (4.14)
 6Hafele, J. C. i Keating, R. E., Science, 177, 166 (1972).
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 on λ és la latitud i v cos θ és el component de la velocitat en la direcció oest-est.Hem explicitat el subíndex cin en el retard (4.14) perquè el retard de cada
 rellotge tindrà també una contribució d’origen gravitatori, perquè el rellotge RA
 de l’avió està molta estona a un potencial gravitatori més gran que el rellotge RB.Si z(t) és la diferència d’altures a cada instant, el retard acumulat segons la teoriageneral de la relativitat és:
 (τA − τB)grav ∝ g
 c2
 ∫ t
 0
 z(t) dt . (4.15)
 En l’experiment es van transportar quatre rellotges de 133Cs en vols comercialsal voltant del món. A l’arribada es van comparar els temps enregistrats amb eltemps de referència d’escala atòmica (AT) de l’US Naval Observatory.
 El vol en sentit est (4 d’octubre de 1971) va durar 41,2 h efectives i el vol ensentit oest (13 d’octubre de 1971) va durar 48,6 h . El comandant de cada vol vaenregistrar tant la trajectòria com la velocitat i l’altura, de manera que es tenienles dades per calcular (4.14) i (4.15) en cada un dels vols.
 D’acord amb les expectatives, els rellotges que viatgen cap a l’est es retarden(envelleixen menys) que el de l’aeroport, mentre que en el viatge cap a l’oests’avancen (envelleixen més de pressa). En la taula següent presentem els retardsteòrics i els observats:
 retards (ns)
 Est OestPredicció gravitatòri 144 ± 14 179 ± 18
 cinemàtic −184 ± 18 96 ± 10Predicció total −40 ± 23 275 ± 21
 Observat −59 ± 10 273 ± 7
 El retard dels rellotges en moviment té conseqüències sobre la «vida ordi-nària» per bé que no del tot evidents. La 13a Conferència General de Pesos iMesures (1967) va adoptar el patró de 133Cs per a la definició del segon, i la 14aConferència (1971) va establir el Temps Atòmic Internacional, basat en rellotgesatòmics que estan en funcionament en diversos establiments. Per a la comparaciói sincronització d’aquests rellotges a distància un dels mètodes que s’apliquen con-sisteix a transportar un rellotge atòmic sincronitzat amb el del primer establimenti comparar-lo amb el del segon. En aquest procés, al temps indicat pel rellotgeque viatja s’hi ha d’afegir el retard que comporta el transport en avió. Així peral trajecte París-Ottawa s’han d’afegir 32 ns, mentre que per al trajecte inversl’addició només és de 7 ns. L’any 1978 es van fer 43 comparacions horàries peraquest procediment.
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 4.7 Velocitat i acceleració pròpies
 La velocitat pròpia d’un punt material és la derivada de la seva posició enl’espaitemps respecte al paràmetre temps propi:
 uµ ≡ dxµ
 dτ, (4.16)
 que és un 4-vector pel fet que τ és un escalar de Lorentz. També se sol anomenarquadrivelocitat.
 De (4.9) tenim que el quadrat de Minkowski de uµ val:
 uµ uµ = ηµν uµ uν = −c2 , (4.17)
 per tant, dels quatre components de la quadrivelocitat només n’hi ha tres d’inde-pendents, ja que:
 u4 = +√
 c2 + ~u2 , (4.18)
 on ~u2 = ~u · ~u, com habitualment. (L’elecció del signe + és conseqüència de lacondició causal (4.7).)
 Per relacionar els components de la velocitat pròpia uµ amb la velocitat new-toniana ~w = d~x/dt —també anomenada trivelocitat— aplicarem la regla de lacadena:
 uµ =dxµ
 dt
 dt
 dτ,
 que, si tenim en compte (4.11) i que dx4 = c dt , ens porta a:
 u4 = γ c , ~u = γ ~w ,
 que escriurem:uµ = (γ ~w, γ c) . (4.19)
 Els quatre components uµ s’expressen en funció de les tres variables independentswi, i = 1, 2, 3.
 De dividir els components espacials pel component temporal tenim la relacióinversa:
 ~β =~w
 c=
 ~u
 u4. (4.20)
 En el sistema de referència instantàniament comòbil, K†, l’únic component nonul de la quadrivelocitat és el temporal:
 uµ† = (0, 0, 0, c) . (4.21)
 De la relació (4.20), que val en qualsevol sistema inercial, i del fet que uµ ésun 4-vector, podem tornar a obtenir la llei relativista de composició de velocitats.
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 En efecte, si K′ i K estan relacionats per la transformació (4.1), la relació (4.20)en el sistema K′ ens diu:
 wi′ = cui′
 u4′ = cΛi′
 α uα
 Λ4′β u
 β= c
 (Λi′j w
 j + Λi′4 c)
 (Λ4′l w
 l + Λ4′4 c)
 ,
 i substituint els valors de Λµ′α que apareixen a (2.14) i (2.15) ens torna a donar la
 llei de composició (2.31).La derivada de la quadrivelocitat pròpia respecte al temps propi:
 bµ =duµ
 dτ(4.22)
 és l’acceleració pròpia. En tractar-se del quocient entre un 4-vector i un escalar,és ella mateixa un 4-vector.
 Per trobar la relació entre l’acceleració pròpia i l’acceleració newtoniana
 ~a =d~w
 dt
 només cal aplicar la regla de la cadena:
 bµ =duµ
 dt
 dt
 dτ,
 que tenint en compte (4.11) i (4.19) dóna:
 b(4) = γ4 1
 c~w · ~a (4.23)
 ~b = γ2~a+ γ4 ~w · ~ac2
 ~w = γ4
 (
 ~a+1
 c2~w × (~w × ~a)
 )
 , (4.24)
 on hem posat el superíndex 4 entre parèntesi per indicar el component 4 i per talde no confondre’l amb la potència. En general, si no indiquem el contrari, no hofarem.
 De derivar la lligadura (4.17) respecte al temps propi tenim:
 2uµbµ = 0 , (4.25)
 és a dir,−b4 u4 +~b · ~u = 0
 que ens permet d’aïllar
 b4 =~b · ~uu4
 =~b · ~wc
 , (4.26)
 que mostra com l’acceleració pròpia només té tres components independents.La relació (4.25) ens diu que l’acceleració pròpia bµ és ortogonal a la quadrive-
 locitat uµ. Com que aquesta última és de tipus temps, bµ ha de ser necessàriament
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 de tipus espai. En efecte, en el sistema instantàniament comòbil K†, ~w † = 0 i larelació (4.26) ens diu b4† = 0 . Així, el quadrat de Minkowski, que és un invariant,val:
 bµ bµ = bµ† bµ† = ~b † ·~b † > 0 .
 Directament a partir de (4.23) i (4.24) obtenim:
 bµbµ = γ4
 (
 ~a2 + γ2 (~a~w)2
 c2
 )
 = γ6
 (
 ~a2 − (~w
 c× ~a)2
 )
 , (4.27)
 on també és obvi que bµ és de tipus espai.
 4.8 Moviment uniformement accelerat
 La definició newtoniana de moviment uniformement accelerat: ~a =constant,admet diverses generalitzacions relativistes. La que podria semblar natural: bµ =constant és inconsistent perquè, com ja hem vist, bµ només té tres componentsindependents. En efecte, de derivar la relació (4.25) tenim:
 bµ bµ +dbµ
 dτuµ = 0
 i si bµ =constant, llavors bµ bµ = 0 que, per tractar-se d’un 4-vector espacial,implica bµ = 0.
 La definició que es pren habitualment per al moviment relativista uniforme-ment accelerat és:
 d~u
 dt= γ−1~b = constant, (4.28)
 que no presenta inconsistències perquè només són tres condicions. Més endavant(secció 5.4) veurem el significat dinàmic d’aquesta condició.
 Notem que (4.28) implica que el component de ~u ortogonal a ~b és constant,i només el component paral.lel de la velocitat varia. Podem escollir els eixos demanera que: ~b = (b, 0, 0) i ~u0 = (u1
 0, u20, 0) , ara bé u1 canvia amb t però u2 = u2
 0
 podem triar l’origen de temps de manera que u10 = 0 i seguidament, per una
 transformació de Lorentz pura en la direcció de l’eix de les y arribem a un sistemade referència i uns eixos en què ~u0 i ~b estan en la direcció de l’eix de les x. Així,en aquests sistemes de referència convertim el problema en un problema d’unadimensió d’espai:
 bµ = (b, 0, 0, b4) , uµ = (γ w, 0, 0, γ c) .
 Si usem ara les relacions (4.23) i (4.24) tenim:
 b = γ4 a i b4 =bw
 c= γ4 aw
 c, (4.29)
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 on a = dw/dt .En el sistema instantàniament comòbil: bµ† = (b†, 0, 0, 0) i del fet que bµ bµ és
 un invariant tenim:
 b† =√
 bµ bµ = γ3 a . (4.30)
 Notem de passada que:
 du
 dt=d
 dt(γ w) = γ3 a (4.31)
 i, per tant, la condició (4.28) equival a b† =constant, és a dir:
 bµ† = constant . (4.32)
 4.8.1 Moviment hiperbòlic
 Vegem ara la forma de la trajectòria xµ(τ) d’un moviment d’aquest tipus. Ladeterminarem en el sistema de referència en què
 bµ = (b, 0, 0, b4) , uµ = (γ w, 0, 0, γ c) .
 D’acord amb (4.29), (4.30) i(4.31) tindrem:
 b = γ b† b4 = γw
 cb†
 amb b† =constant. És a dir:
 du1
 dτ=b†
 cu4 ,
 du2
 dτ= 0 ,
 du3
 dτ= 0 ,
 du4
 dτ=b†
 cu1 .
 (4.33)
 Es tracta d’un sistema diferencial de primer ordre. Si escollim l’instant inicial,τ0 = 0, quan la velocitat val zero, uµ(0) = (0, 0, 0, c) , la solució del sistema és:
 u1(τ) = c sinh
 (
 b†τ
 c
 )
 u2(τ) = u3(τ) = 0
 u4(τ) = c cosh
 (
 b†τ
 c
 )
 (4.34)
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 x1 =c2
 b†
 x4
 x1
 Figura 4.4. Línia d’univers d’un moviment uniformement accelerat (o hiperbòlic). Lavelocitat tendeix asimptòticament a c
 Integrant una segona vegada respecte a τ tenim les equacions paramètriques de latrajectòria:
 x1(τ) =c2
 b†
 [
 cosh
 (
 b†τ
 c
 )
 − 1
 ]
 x2(τ) = x3(τ) = 0
 x4(τ) =c2
 b†sinh
 (
 b†τ
 c
 )
 (4.35)
 on hem pres l’origen de coordenades en xµ(0) .Si ara utilitzem la coneguda identitat cosh2 ξ − sinh2 ξ = 1, tenim:
 (
 b†x1
 c2+ 1
 )2
 −(
 b†x4
 c2
 )2
 = 1 ,
 que és l’equació d’una hipèrbola equilàtera en l’espaitemps, de semieix c2/b† i ambcentre en el punt (−c2/b†, 0) , com la que es mostra en la figura 4.4. La trajectòriaespacial és rectilínia sobre l’eix X en el sistema de referència escollit aquí.
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 Problemes
 4.1 Un sistema de referència S′ es mou amb velocitat v respecte a un sistema Sen la direcció (1,-1,0). Trobeu la matriu de la transformació de Lorentz quepassa d’un sistema a l’altre.
 4.2 Les coordenades d’espaitemps de dos parells d’esdeveniments són:
 A1 0,3 m 0,5 m 0 2 ×10−9 s A2 0,4 m 0,7 m 0 3 ×10−9 sB1 0,7 m 0,5 m 0 5 ×10−9 s B2 0,4 m 0,6 m 0 4 ×10−9 s
 a) Hi pot haver una connexió causal entre A1 i A2? I entre B1 i B2?b) Hi ha algun sistema de referència que vegi simultanis A1 i A2? El mateixper a B1 i B2? En cas afirmatiu, trobeu el sistema de referència.
 4.3 Siguin a i b dos quadrivectors tals que aµaµ = bνbν = −m2 és a dir detipus temps i de la mateixa norma, a més a4 > 0 i b4 > 0. a) Trobeula transformació de Lorentz que anul.la la part d’espai d’a. b) Trobeu latransformació de Lorentz que transforma a en b.
 4.4 Siguin V µ i Wµ dos quadrivectors unitaris de tipus temps i espai, respec-tivament. Demostreu que V µWµ pot prendre qualsevol valor entre −∞ i∞.
 4.5 Un mesó Π+ recorre una distància de 700 m a una velocitat constant de0,99995 c abans no es desintegra. Quina vida pròpia té?
 4.6 Sigui V µ un 4-vector de tipus temps i Wµ un altre que no és de tipusespai. Demostreu: (a) si V 4W 4 > 0, necessàriament ηµνV
 µW ν < 0, i (b) siV 4W 4 < 0, necessàriament ηµνV
 µW ν > 0.
 4.7 Siguin V µ i Wµ dos 4-vectors de tipus llum no paral.lels. Demostreu quetenen la mateixa orientació temporal si, i només si, ηµνV
 µW ν < 0.
 4.8 La velocitat pròpia d’una partícula puntual és uµ = γ(~v, c). (a) Trobeu unquadrivector unitari lµ que sigui ortogonal a la velocitat pròpia i que tinguila part espacial paral.lela a la velocitat ~v relativa al sistema laboratori. (b)Trobeu dos quadrivectors unitaris, wµ i tµ, tals que junt amb uµ i lµ forminuna base ortogonal de l’espaitemps. (c) Quina forma ha de tenir la llei devariació de lµ, wµ i tµ ?
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Capítol 5
 Mecànica relativista
 En aquest capítol formularem les lleis de la dinàmica relativista, les qualshan de substituir les lleis newtonianes en el domini de les velocitats grans. Enl’elaboració dels nous enunciats tindrem presents dues regles:
 (1) les lleis han de ser les mateixes en tots els sistemes de referència inercials,com a conseqüència del principi de relativitat, i
 (2) en el límit de velocitats petites (v≪c) les lleis relativistes s’han de reduir ales newtonianes.
 La validesa de les lleis que enunciarem no descansa, però, en el fet de complirles dues condicions anteriors, sinó en el fet que superen la prova de l’experiment,així com en la seva aplicació diària en les grans màquines de la física d’aquest segle:les col.lisions entre partícules a grans energies, l’òptica electrònica, el moviment deles càrregues en els acceleradors, etc.
 5.1 El quadrimoment lineal
 La importància del vector quantitat de moviment a la mecànica newtonianarau, en bona mesura, en el fet de ser una quantitat conservada en els xocs. Re-passarem primer les lleis de les col.lisions newtonianes per després formular-ne lageneralització relativista.
 5.1.1 Col.lisions newtonianes
 En tots els xocs es conserven les quatre magnituds següents:
 1. Els tres components de la quantitat de moviment, o moment lineal total,que valen el mateix per a les partícules incidents que per a les partícules
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 emergents:(
 ∑
 a
 ma ~va
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 mb ~vb
 )
 D
 . (5.1)
 Els subíndexs A i D indiquen «abans» i «després» del xoc, respectivament.
 2. La massa inert total també es conserva(
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 . (5.2)
 En la mecànica de Newton aquesta llei indica la conservació de la quantitatde matèria.
 Aquestes quatre lleis valen per a tots els xocs, independentment de si en elprocés s’ha conservat, o no, el nombre de partícules i la seva identitat, a causa de,per exemple, desintegracions, fusions, explosions, etc.
 Es comprova fàcilment que les lleis anteriors són invariants sota les transforma-cions de Galileu (1.5). En efecte, si complementem la llei d’addició de velocitats(1.7), ~v ′
 a = ~va − ~V , amb el supòsit que la massa inert de cada partícula val elmateix en tots els sistemes de referència inercials, ma = m′
 a , tindrem:(
 ∑
 a
 m′a ~v
 ′a
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 m′b ~v
 ′b
 )
 D
 =
 (
 ∑
 a
 ma (~va − ~V )
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb (~vb − ~V )
 )
 D
 =
 (
 ∑
 a
 ma ~va
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb ~vb
 )
 D
 −[(
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 ]
 ~V
 que val zero en virtut de (5.1) i (5.2).I recíprocament, si (5.1) val per a tots els sistemes de referència inercials, llavors
 també es conserva la massa total. La demostració segueix fàcilment de reescriurel’equació anterior com:[(
 ∑
 a
 m′a ~v
 ′a
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 m′b ~v
 ′b
 )
 D
 ]
 −[(
 ∑
 a
 ma ~va
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb ~vb
 )
 D
 ]
 =
 [(
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 ]
 ~V
 que relaciona les variacions de la quantitat de moviment total en dos sistemes dereferència que es mouen a velocitat relativa ~V . Si la quantitat de moviment total
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 es conserva en qualsevol sistema inercial, els dos termes del primer membre sónzero, i també ho ha de ser el segon membre per a qualsevol ~V . La qual cosa implica(5.2).
 Entre les col.lisions newtonianes considerem a part aquelles en què també esconserva l’energia cinètica total:
 (
 ∑
 a
 1
 2mav
 2a
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 1
 2mbv
 2b
 )
 D
 , (5.3)
 que s’anomenen elàstiques, per distingir-les d’aquelles en què no es conserva, oinelàstiques. Tenim exemples d’aquestes últimes en les explosions i les fusions.
 És fàcil comprovar que a conseqüència de (5.1) i (5.2), aquesta última relacióés invariant de Galileu, per bé que cada membre de l’equació (5.3) no ho sigui perseparat.
 5.1.2 Col.lisions relativistes
 La llei de conservació de la quantitat de moviment (5.1) no és covariant deLorentz (no queda invariant de forma si canviem de sistema de referència inercial).Ho il.lustrem amb l’exemple següent.
 Exemple 5.1
 Considerem un xoc entre dues partícules idèntiques de massa m que després dexocar queden foses en una sola partícula de massa M . Hi ha un sistema inercialK que veu les partícules aproximar-se amb velocitats ~w = (w, 0, 0) i −~w.
 K′ serà un altre sistema inercial que es mou a velocitat ~V = (V, 0, 0) respecte a K.
 D’aplicar les lleis de conservació (5.1) i ((5.2), en resulta que en el sistema K lapartícula emergent surt a velocitat ~W = (0, 0, 0) i la seva massa és M = 2m.
 Per al sistema K′, hauríem de tenir:
 mw′1 +mw′
 2 = 2mW ′ , (5.4)
 on hem suposat quem i M no depenen del sistema de referència, com en el cas new-tonià. Les velocitats transformades s’obtenen d’aplicar la llei relativista d’addicióde velocitats (2.31):
 w′1 =
 w − V
 1 − wV/c2, w′
 2 = − w + V
 1 + wV/c2, W ′ = −V . (5.5)
 Substituïdes en (5.4) donen:
 mw′1 +mw′
 2 − 2mW ′ = − 2m
 1 − w2V 2/c4w2V
 c2
 „
 1 +V 2
 c2,
 «
 que només s’anul.la per a V = 0. És a dir, per a aquest xoc en concret, si (5.1)val en el sistema inercial K, no val en cap altre sistema de referència que es moguirespecte a K en la direcció del moviment de les partícules.
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 5.1.3 Quadrimoment lineal
 Introduirem una definició de moment lineal relativista de manera que la lleide conservació valgui en tots els sistemes inercials. Una modificació senzilla dela quantitat de moviment newtoniana consisteix a prendre la part espacial de lavelocitat pròpia en comptes de la velocitat. Amb això substituïm les variables vi,que obeeixen a unes lleis de transformació una mica embolicades, per les variablesui que, en formar part d’un quadrivector, segueixen unes lleis de transformaciósenzilles. Prenem, doncs, la definició de quantitat de moviment relativista:
 ~p = m~u = mγv~v , (5.6)
 on m és una constant amb dimensions de massa que s’anomena massa pròpia, otambé massa en repòs, que és una característica de la partícula i no depèn delsistema de referència: és un escalar.
 Si desenvolupem (5.6) en sèrie de potències d’1/c tenim:
 ~p ≈ m~v +O(1/c2) ,
 i en el límit de petites velocitats el moment lineal relativista dóna la quantitat demoviment newtoniana.
 La llei relativista de conservació del moment lineal serà:(
 ∑
 a
 ~pa
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 ~pb
 )
 D
 = 0 , (5.7)
 amb ~pa donat per (5.6).Si aquesta llei de conservació ha de ser la mateixa en qualsevol sistema inercial,
 en un altre sistema de referència K′ tindrem:(
 ∑
 a
 ~p ′a
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 ~p ′b
 )
 D
 = 0 . (5.8)
 Per veure la relació que guarden ~pa i ~p ′a utilitzarem el fet que ~ua són els tres
 components espacials del 4-vector velocitat pròpia i que ma és un escalar. D’aquíque ~pa són els components espacials del 4-vector que anomenem quadrimomentlineal:
 pµa = mau
 µa = (~pa, p
 4a) , (5.9)
 amb p4a = maγac.
 La llei de transformació sota canvis de coordenades serà molt simple, comcorrespon a un 4-vector:
 pµ′a = Lµ′
 ν pνa , (5.10)
 on Lµ′ν és la transformació de Lorentz que passa de K a K′.
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 Substituint (5.10) en (5.8) i reagrupant termes tenim:
 0 = Li′j
 [(
 ∑
 a
 pja
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 pjb
 )
 D
 ]
 + Li′4
 [(
 ∑
 a
 p4a
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 p4b
 )
 D
 ]
 .
 El primer terme d’aquesta igualtat és zero en virtut de (5.7) i, com que el que quedas’ha de satisfer per a qualsevol transformació de Lorentz Lµ′
 ν , tenim necessàriamentque:
 (
 ∑
 a
 p4a
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 p4b
 )
 D
 = 0 . (5.11)
 En conclusió: les tres lleis de conservació (5.7) poden ser vàlides en tots elssistemes inercials si es compleix també la llei de conservació (5.11).
 Si examinem la quantitat p4 en el límit de petites velocitats, obtenim:
 p4 = mcγ = mc+O(1/c2) (5.12)
 de manera que, per a petites velocitats de les partícules que hi intervenen, (5.11)dividida per c dóna la llei newtoniana de conservació de la massa total (5.2) exceptetermes d’ordre 1/c2.
 D’acord amb el que hem vist al llarg d’aquest apartat, hem de substituir lesquatre lleis newtonianes dels xocs per les lleis de conservació relativistes del qua-drimoment lineal total:
 (
 ∑
 a
 pµa
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 pµb
 )
 D
 = 0 . (5.13)
 Aquesta és una llei covariant —formulada en termes de magnituds i operacionstensorials— i això en garanteix la validesa per a tots els sistemes inercials, gràciesa la propietat dels tensors segons la qual, si tots els components d’un tensor s’anul-len en un sistema de coordenades, el mateix passa en qualsevol altre sistema decoordenades. (Vegeu la secció A.1.4)
 5.1.4 Propietats del quadrimoment lineal
 Els tres components espacials
 ~p = mγv~v =m~v
 √
 1 − v2/c2
 tenen una forma semblant a la quantitat de moviment newtoniana, però aquí elcoeficient d’inèrcia, mγv, augmenta amb la velocitat i tendeix a infinit quan lavelocitat del cos s’aproxima a la velocitat límit c.
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 La constant que hem anomenat massa pròpia es pot determinar a partir de elscomponents del quadrimoment lineal per:
 pµ pµ = −m2c2 (5.14)
 que resulta de combinar la relació (4.17) amb la definició (5.9).Vegem ara el significat del quart component. La quantitat cp4 = mc2γ té
 dimensions de ML2T−2, com l’energia. D’altra banda, en l’aproximació de petitesvelocitats:
 cp4 =mc2
 √
 1 − v2/c2= mc2 +
 1
 2mv2 + O(1/c2) , (5.15)
 on en el segon terme hi reconeixem l’energia cinètica newtoniana. El primer ter-me és una constant característica de cada cos, amb dimensions d’energia, ques’anomena energia en repòs. (Més avall aportarem arguments en favor d’aquestadenominació.)
 Per aquesta raó, i per d’altres que apareixeran en la secció (5.2), el producte
 E = cp4 (5.16)
 s’anomena energia total de la partícula, i l’excés sobre l’energia en repòs:
 T = E −mc2 = cp4 −mc2 = mc2 (γ − 1) (5.17)
 s’anomena energia cinètica, perquè és la part de E associada al moviment de lapartícula i també perquè en el límit de petites velocitats val el mateix que l’energiacinètica newtoniana.
 De la relació (5.14) i de la definició (5.16), podem expressar l’energia com a:
 E =√
 m2c4 + c2~p2 , (5.18)
 i també el mòdul del moment lineal com a:
 p =
 √
 E2
 c2−m2c2 =
 √
 T (T + 2mc2)
 c2. (5.19)
 D’altra banda, de la relació (5.9) obtenim la següent expressió per a la velocitatde la partícula:
 ~v
 c=
 ~p
 p4=c~p
 E. (5.20)
 5.1.5 Xocs elàstics i xocs inelàstics
 El quart component de la llei de conservació (5.13) multiplicada per c dóna:(
 ∑
 a
 Ea
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 Eb
 )
 D
 = 0 ,

Page 119
                        

5.1. El quadrimoment lineal 121
 la llei de conservació de l’energia total. Si hi separem les contribucions de lesenergies en repòs i les energies cinètiques, tenim:
 [(
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 ]
 c2 +
 [(
 ∑
 a
 Ta
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 Tb
 )
 D
 ]
 = 0 . (5.21)
 No es conserven la massa pròpia total per una banda i l’energia cinètica total peruna altra, sinó una combinació de les dues expressada per l’energia total.
 Quan les partícules que surten després del xoc són les mateixes que hi hanentrat, diem que el xoc és elàstic. Llavors tenim òbviament que:
 (
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 ,
 que, substituïda en (5.21), ens porta a la conservació de l’energia cinètica:(
 ∑
 a
 Ta
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 Tb
 )
 D
 .
 En els xocs inelàstics no es conserven la massa en repòs ni l’energia cinètica.Si denotem per ∆T i ∆m el guany d’energia cinètica i el defecte màssic, respecti-vament:
 ∆T =
 (
 ∑
 a
 Ta
 )
 D
 −(
 ∑
 b
 Tb
 )
 A
 , ∆m =
 (
 ∑
 a
 ma
 )
 A
 −(
 ∑
 b
 mb
 )
 D
 ,
 obtenim de (5.21):∆T = c2∆m, (5.22)
 de manera que en els xocs inelàstics es transforma energia en repòs en energiacinètica, o a la inversa.
 Hi ha força exemples basats en aquesta transformació de massa pròpia enenergia. Els més espectaculars són la fusió i la fissió nuclears, i en parlarem ambmés detall a la secció 5.2.
 Exemple 5.2 La desintegració beta i el neutrino
 En la desintegració β− un àtom X, de nombre atòmic Z i nombre màssic A, emetun electró i deixa com a residu un àtom Y de nombre atòmic Z + 1 i el mateixnombre màssic:
 AZX −→ A
 Z+1 Y + e− .
 S’observa que l’energia cinètica de l’electró emès pren valors en un espectre continu,entre 0 i un valor màxim.
 Aquesta observació està en desacord amb la llei del quadrimoment lineal que, per auna reacció com l’anterior prediu una energia cinètica ben definida per a l’electró.
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 En efecte, en el sistema de referència en què X és en repòs tenim pνX = (~0,mXc) i
 la llei de conservació ens diu:
 pνY = pν
 X − pνe ,
 el quadrat de Minkowski de la qual dóna:
 −m2Y = −m2
 X −m2e + 2mXc
 „
 Te
 c+mec
 «
 ,
 d’on:
 Te =(mX −me)
 2 −m2Y
 2mXc2 (5.23)
 que dóna un valor ben definit de Te si els nuclis X i Y estan en l’estat fonamental(o, com a molt, un espectre discret de valors de Te si s’admet que X i Y podrienestar en estats excitats).
 L’any 1930 Pauli va proposar que el resultat experimental es podria explicar senserenunciar a la llei de conservació del quadrimoment lineal si s’admetés l’existènciad’una partícula addicional que s’endugués una part d’aquesta energia. Per conser-vació de la càrrega, aquesta partícula ha de ser neutra, cosa que la fa més difícilde detectar, i per això Fermi la va denominar neutrino (1934).
 Considerem ara la reacció «corregida»:
 AZX −→ A
 Z+1 Y + e− + neutrino.
 De la llei de conservació del quadrimoment lineal tenim que:
 pνY + pν
 o = pνX − pν
 e ,
 on pνo és el quadrimoment lineal del neutrino. A partir del quadrat de Minkowski
 en el sistema de referència en què X està en repòs tenim una relació semblant a(5.23)
 Te =(mX −me)
 2 − µ2
 2mXc2 , (5.24)
 onµ2c2 = −(pY + po)
 ν (pY + po)ν . (5.25)
 El valor màxim que pot prendre µ ve condicionat pel fet que l’energia cinètica del’electró (5.24) no pot ser negativa. Així:
 µmàx = mX −me ,
 que correspon a Te = 0.
 El valor mínim teòric de µ, que dóna com a contrapartida el valor màxim de Te, esdonaria quan el nucli Y i el neutrino sortissin en repòs relatiu. En efecte, en aquestcas hi ha un sistema de referència S† en el qual pν†
 Y = (~0,mY c) i pν†o = (~0,moc).
 En ser la quantitat µ2c2 un invariant de Lorentz, no depèn de quin sigui el sistemade referència utilitzat per calcular-la, i tindrem:
 (µ2c2)mín = (mY +mo)2c2 . (5.26)
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 De manera que:
 (Te)màx =(mX −me)
 2 − (mY +mo)2
 2mXc2 , (5.27)
 i el valor del llindar superior de l’espectre de l’energia cinètica dels electrons emesospermet determinar la massa mo de la partícula hipotètica.
 Les dades experimentals abonen que la massa del neutrino és molt petita compa-rada amb la de l’electró. Mesures recents donen la fita superior:
 mo
 me< 4, 6 · 10−5 .
 De fet, es considera que el neutrino és una partícula de massa nul.la (vegeu l’apartat5.1.6 per veure l’especificitat d’aquestes partícules).
 Aquesta partícula predita teòricament per Pauli l’any 1930 va ser detectada l’any1956 per Cowan i Reines. La reacció de desintegració β−
 n −→ p+ e− + ν
 (la partícula extra ν és de fet un antineutrino) es pot donar espontàniament, perquèel defecte màssic ∆m = mn−(mp +me +mν) > 0 i s’inverteix en l’energia cinèticade les partícules emergents, que ha de ser positiva.
 Per contra, la reacció inversa, de desintegració β+ espontània del protó
 p −→ n+ e+ + ν
 (on e+ i ν són, respectivament, el positó i el neutrino) no es pot donar espontà-niament perquè el defecte màssic és negatiu i l’energia cinètica de les partículesemergents no pot ser negativa. Cowan i Reines van detectar que es produïa ladesintegració β+ en nuclis d’hidrogen disposats en les proximitats d’un reactornuclear. Allà els antineutrinos, produïts en desintegracions β− que tenen lloc enel reactor, bombardegen els protons i donen lloc a la reacció:
 ν + p −→ n+ e+ .
 5.1.6 Fotons
 D’acord amb la teoria quàntica, l’emissió de radiació electromagnètica no esprodueix en forma contínua sinó per paquets discrets i localitzats. A certes escales,l’emissió i l’absorció de radiació electromagnètica es poden modelitzar com a xocsinelàstics de partícules materials amb aquests paquets discrets, que es tracten coma partícules i s’anomenen fotons. En qualsevol cas, com que en el buit viatgen ala velocitat c, el quadrimoment lineal, kµ, d’un fotó ha de satisfer, d’acord amb(5.20), que: |~k| = k4. És a dir:
 kµ = k (k, 1) , (5.28)
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 on el vector unitari k és la direcció d’emissió del fotó.Si tenim en compte (5.14), la massa pròpia del fotó resulta ser:
 m =1
 c
 √
 −kµ kµ =1
 c
 √
 −(k4)2 + ~k2 = 0 . (5.29)
 Aquesta és una característica tant dels fotons com de totes les partícules queviatgen a la velocitat de la llum.
 El resultat recíproc, a saber, si la massa pròpia d’una partícula és nul.la, llavors|~p| = p4, se segueix immediatament de (5.14) i (5.20). Això inclou el cas delneutrino esmentat abans, és a dir el neutrino es mou a la velocitat de la llum i nohi ha cap sistema de referència en què es pugui veure en repòs.
 La relació entre les propietats ondulatòries i les corpusculars de la radiació vedonada per les fórmules de Planck i De Broglie:
 k4 =E
 c=hν
 c, |~k| = k4 =
 hν
 c=h
 λ. (5.30)
 En canviar de sistema de referència, ν i k varien d’acord amb l’efecte Doppler(3.9) i l’aberració (3.11) i, per la seva part, les quantitats kµ canvien com elscomponents d’un 4-vector. Són compatibles les relacions de Planck i De Broglieamb l’efecte Doppler i l’aberració? La resposta és afirmativa, perquè les fórmulesd’aquests efectes les hem obtingudes en el capítol 3 a partir de la invariància dela fase kµ′ xµ′ = kµ x
 µ, per a qualsevol xµ. Això implica que kµ és un covector i,per tant, kµ és un 4-vector.
 5.2 Conversió massa-energia
 A l’apartat 5.1.5 hem comentat la conversió de massa pròpia en energia cinètica,com a conseqüència de la llei de conservació de la suma de l’energia en repòs il’energia cinètica. Ara veurem com, en variar l’energia interna d’un cos puntual,també varia la seva massa pròpia en la mateixa proporció:
 ∆m =∆E
 c2.
 5.2.1 La inèrcia de l’energia
 En el marc que ens movem, una partícula puntual és una simplificació vàli-da en un determinat domini de dimensions i d’energies, en el qual ens és permèsd’ignorar-ne l’estructura interna (perquè les energies en joc no són suficients perexcitar graus de llibertat interns, etc.). Tanmateix, fins i tot en l’aproximació pun-tual, hem de tenir en compte que variacions en l’estructura interna es manifestenen variacions de la massa pròpia.
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 Comencem per considerar, per exemple, un electró lliure i la reacció d’emissiód’un fotó per aquest electró:
 e− −→ e− + γ .
 Aquesta reacció està prohibida perquè si el fotó té una energia no nul.la, llavorses viola la conservació del quadrimoment lineal. En efecte, sigui K el sistema dereferència de l’electró abans de l’emissió; el quadrimoment de l’electró abans del’emissió és pµ
 1 = (~0,mec), després és pµ2 = (~p, p4), i el quadrimoment del fotó és
 kµ = (~k, k), amb k = hν/c.De la llei de conservació tenim:
 pµ1 − pµ
 2 = kµ , µ = 1, 2, 3, 4
 i, si calculem el quadrat de Minkowski i aïllem p24, dóna: p24 = mec que, per conservació de l’energia, porta a:
 hν = 0 .
 L’energia del fotó ha de ser nul.la i, per tant, no hi ha emissió.Tanmateix és corrent que un àtom en un estat excitat emeti llum per passar a
 un estat menys energètic o a l’estat fonamental. L’estudi de la llum emesa consti-tueix el camp de l’espectroscòpia atòmica i ha estat una valuosa font d’informació sobre l’estructura de l’àtom. Una cosa semblant es pot dir de l’emissió de raigs gamma (radiació electromagnètica de més alta freqüència) per un nucli atòmic excitat.
 Una transició atòmica de les esmentades la podríem representar per:
 AE −→ A0 + γ ,
 on γ és el fotó i hem representat el mateix àtom amb símbols diferents: AE pera l’estat excitat i A0 per a l’estat fonamental; perquè malgrat estar en l’aproxi-mació puntual volem guardar memòria que l’estat dels seus electrons és diferent.Suposarem que AE està en repòs en el laboratori.
 La llei de conservació del quadrimoment lineal ens dóna:
 pµE − kµ = pµ
 0 .
 Si ara en calculem el quadrat de Minkowski, tenim en compte (5.14) i pµE =
 (~0,mEc), obtenim:
 hν = k4c =m2
 E −m20
 2mEc2 . (5.31)
 Com que aquesta emissió s’observa, i de maneres molt variades, amb hν 6= 0,podem concloure que mE > m0.
 Com que es tracta d’un estat lligat entre el nucli i els electrons que el componen,l’energia interna d’un àtom és negativa. L’energia interna de l’àtom en estat excitat
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 és més gran (menys negativa) que en l’estat fonamental. Del que hem vist abans,també la massa pròpia de l’àtom en l’estat AE és més gran que la de l’àtom enl’estat A0. Podem concloure que a més energia interna més massa pròpia.
 Notem que, de (5.31), resulta que:
 hν =mE +m0
 2mEc2 (mE −m0) < (mE −m0)c
 2 ,
 i l’energia del fotó emès és menor que l’esperada pel defecte màssic. Això és degutal fet que l’àtom A0 també s’emporta energia cinètica en el moviment de retrocés(vegeu el problema 5.3).
 5.2.2 Fissió i fusió nuclears
 La massa en repòs d’un nucli és menor que la suma de les masses en repòs delsprotons i neutrons que el componen. Aquesta diferència és deguda a la contribucióde les energies cinètica i potencial dels nucleons. En tractar-se d’un estat lligat,l’energia total dels components és negativa, ET < 0. S’anomena energia d’enllaç.
 A la figura 5.1 presentem una gràfica de l’energia d’enllaç per nucleó en l’estatfonamental en funció del nombre màssic A. Hi veiem com E(A) = −ET /A depèndel nucli considerat i, en línies generals, és màxima per als nuclis de la part mitjanade la taula periòdica. El valor màxim s’assoleix per als nuclis de 56Fe i 63Cu, a laproximitat de A = 60, i també hi ha un màxim local per a l’heli (A = 4).
 Nombre màssic
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9
 0 40 80 120 160 200 240
 E MeV
 21H
 32He
 63Li
 42He 238
 92 U
 19678 Pt
 Figura 5.1. Energia per nucleó en funció del nombre de nucleons A
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 Els nuclis amb E(A) més gran són més estables i no es desintegren espontàni-ament en d’altres més petits. En efecte, considerem una reacció del tipus
 A0
 Z0N −→A1
 Z1N +A2
 Z2N ,
 on Za i Aa són, respectivament, el nombre atòmic i el nombre màssic de cadanucli.
 De les lleis de conservació de la càrrega elèctrica i del nombre de nucleonstenim:
 Z0 = Z1 + Z2 , A0 = A1 +A2 . (5.32)
 Tenim, a més, la llei de conservació del quadrimoment lineal: pµ0 = pµ
 1 + pµ2 .
 A conseqüència de (5.22), perquè la reacció es pugui donar espontàniament calque el defecte màssic sigui positiu: ∆m = m0−m1−m2 ≥ 0. A la massa en repòsma hi contribueixen els nucleons i l’energia d’enllaç:
 ma = Zamp + (Aa − Za)mn −AaE(Aa)
 c2, a = 0, 1, 2 .
 Si utilitzem aquesta relació junt amb (5.32), tenim per al defecte màssic:
 ∆mc2 = −A0E(A0) +A1E(A1) +A2E(A2)
 = A1(E(A1) − E(A0)) +A2(E(A2) − E(A0)) .
 Sempre podem escollir els índexs dels productes de manera que E(A1) > E(A2), isi el nucli inicial és a la zona de E(A0) màxim, tindrem E(A0) ≥ E(A1) ≥ E(A2).Per tant, de la igualtat anterior resulta que ∆m < 0 i la reacció no es pot donarespontàniament.
 5.3 El sistema del centre de massa
 Donat un col.lectiu de partícules puntuals, sovint és útil considerar un sistemade referència SCM en el qual el trimoment lineal total és zero. Aquest sistema dereferència s’anomena del centre de massa i sempre existeix —de fet, n’hi ha mésd’un. En efecte, el quadrimoment lineal total
 Pµ =∑
 a
 pµa (5.33)
 és una suma de quadrivectors de tipus temps (per a masses positives) o de tipusllum (per a fotons i altres partícules de massa nul.la) que apunten cap al futur.D’acord amb la proposició 4.4, Pµ serà de tipus temps i orientat al futur (excepteen el cas molt excepcional que tots els pµ
 a siguin de tipus llum i paral.lels). Existirà,per tant, (proposició 4.3) un sistema de referència en el qual:
 ~PCM = 0 P 4CM = M c , (5.34)
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 on M està relacionat amb el quadrat de Minkowski invariant:
 M =
 √
 − 1
 c2PµPµ , (5.35)
 i ve a ser la massa total del sistema.Si usem (5.33) i (5.34), tenim:
 M =∑
 a
 maγaCM=∑
 a
 (
 ma +TaCM
 c2
 )
 ,
 i queda clar que a M hi contribueixen tant les masses en repòs de les partículescomponents, com la inèrcia associada a les energies cinètiques TaCM observades enel sistema del centre de massa.
 De manera anàloga al sistema del centre de massa newtonià, SCM es mouglobalment amb les partícules. No les veu quietes, però les quantitats de movimentrespectives, ~paCM, es compensen mútuament:
 ∑
 a
 ~paCM = ~PCM = 0 .
 La velocitat de SCM respecte al sistema S del laboratori es pot determinar apartir de la transformació de Lorentz que converteix Pµ
 CM = (~0,Mc) en Pµ. Siaquesta transformació és xµ = Lµ
 νxνCM, tindrem:
 Pµ = LµνP
 νCM = Lµ
 4Mc .
 De l’expressió (2.19), que relaciona els components de la matriu de la transformacióde Lorentz i la velocitat relativa, tenim: V i
 CM = Li4/L
 44, i per tant:
 ~VCM = c~P
 P 4=
 ∑
 maγa~va∑
 mbγb
 . (5.36)
 El sistema de referència del centre de massa és útil en l’estudi de problemesamb col.lisions, com ho il.lustra l’exemple següent.
 Exemple 5.3 Energia llindar d’una reacció
 En algunes reaccions l’energia en repòs dels productes és més gran que la de lespartícules entrants. Això vol dir que part de l’energia cinètica d’aquestes darreress’ha convertit en massa dels productes. Aquesta conversió no pot ser en generaltotal perquè l’energia cinètica dels productes ha de ser pel cap baix la necessàriaper garantir que la seva quantitat de moviment total sigui la de les partículesincidents.
 Considerem una reacció com ara:
 p+ p −→ p+ p+ p+ p (5.37)
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 en la qual un protó accelerat incideix sobre un altre en repòs en el laboratori idesprés del xoc s’ha creat una parella protó-antiprotó. Ens demanem per l’energiacinètica mínima del protó incident perquè la reacció sigui possible.
 Determinar l’energia cinètica mínima dels productes en el sistema del laboratori ien quines proporcions es reparteix, de manera que es conservi el 3-moment linealtotal no és simple. Per a aquesta anàlisi és útil el sistema SCM, perquè en ell~PCM = 0 abans i després del xoc, de manera que una configuració en què elstres protons i l’antiprotó surten en repòs respecte a SCM no és incompatible ambla conservació de la quantitat de moviment total i, a més, minimitza la part del’energia cinètica incident que s’inverteix en energia cinètica dels productes.
 Suposem que en el sistema S del laboratori el quadrimoment del protó incident éspµ1 = (~p, mpc+ T/c) i el del protó en repòs és pµ
 2 = (~0,mpc). En el sistema SCM
 els quadrimoments dels productes seran:
 pµ′3 = pµ′
 4 = pµ′5 = pµ′
 6 = (~0,mpc) .
 No podem aplicar directament la llei de conservació del quadrimoment lineal totalperquè les dades de les partícules entrants i els productes estan donades en sistemesde referència diferents:
 Abans: S Pµ = pµ1 + pµ
 2 = (~p, 2mpc+ T/c)
 Després: SCM PµCM = pµ′
 3 + pµ′4 + pµ′
 5 + pµ′6 = (~0, 4mpc)
 Però sí que podem comparar els quadrats de Minkowski, que són invariants:
 (PµPµ)D =`
 PµCMPµCM
 ´
 A ,
 és a dir:
 −(4mpc)2 = (pµ
 1 + pµ2 ) (p1µ + p2µ) = −2m2
 pc2 − 2mpc (mpc+ T/c) ,
 que dóna:T = 6mpc
 2 .
 5.3.1 Hi ha un punt centre de massa relativista?
 Notem la semblança de l’expressió (5.36) i la fórmula no relativista de la ve-locitat del centre de massa, que és la mitjana de les velocitats ponderades ambles masses dels cossos. En el cas relativista les velocitats estan ponderades ambmaγa, el coeficient d’inèrcia, que té en compte també la contribució a la inèrciade l’energia cinètica.
 En el cas que les partícules del col.lectiu tinguin moviments rectilinis i uni-formes, podríem estar temptats d’integrar (5.36) i definir la posició del centre demassa per:
 ~XCM =
 ∑
 maγa~xa∑
 mbγb(5.38)
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 −~v
 ~v
 ~v′2
 ~v′1 = 0
 −~l
 ~l
 −~l
 ~l
 S S1
 (a) (b)
 Figura 5.2. La definició del punt centre de massa (5.39) en un cas particular: (a) segonsel sistema centre de massa i (b) segons el sistema d’una de les partícules
 que té l’aparença de ser una generalització relativista del concepte newtonià anàleg.Tanmateix la cosa és més complicada. Com que es tracta d’un punt en moviment,la fórmula anterior ens defineix la línia d’univers del centre de massa:
 ~XCM(t) =
 ∑
 maγa~xa(t)∑
 mbγb
 , X4CM(t) = ct . (5.39)
 ~XCM és la mitjana ponderada de posicions de les partícules del col.lectiu simultà-nies segons el sistema S. Considerem ara un altre sistema de referència S′ i siguiΛµ′
 ν la matriu de Lorentz que passa de S a S′.Des del sistema de referència S′ es pot determinar també la línia d’univers del
 centre de massa per aplicació de la definició (5.39). Però ara ~X ′CM és la mitjana
 ponderada de posicions simultànies segons S′. A conseqüència d’això, no podemassegurar que la nova línia d’univers ~X ′
 CM sigui la transformada segons Lorentzde la (5.39), Λµ′
 νXνCM, i en general no ho és.
 Contràriament al que passa en la mecànica newtoniana, no hi ha una maneraindependent del sistema de referència de definir el punt imaginari centre de massaque resumeixi el moviment del col.lectiu de partícules. L’exemple següent mostraun cas en què clarament ( ~XCM(t), ct) no es transforma com una línia d’univers.
 Exemple 5.4 La línia d’univers del centre de massa
 Aplicarem la definició de centre de massa (5.38) a un sistema de dues massespuntuals lliures i iguals, primer des d’un sistema de referència S que les veu movent-se en línies paral.leles, amb velocitats ~v i −~v, respectivament, tal com es mostra ala figura 5.2(a) i des del sistema S1 comòbil amb la massa 1 [figura 5.2(b)].
 En el sistema S tenim:
 ~x1 = ~l + ~vt , ~x2 = −~l − ~vt
 amb ~l perpendicular a ~v; de manera que ~XCM = 0.
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 D’altra banda, S1 es mou amb la velocitat ~v respecte a S . Així, les velocitats deles partícules són:
 ~v ′1 = 0 , ~v ′
 2 =−2~v
 1 + v2/c2,
 i les trajectòries són:~x ′
 1 = ~l , ~x ′2 = −~l + ~v ′
 2t′
 amb
 γ′1 = 1 i γ′
 2 =1 + v2/c2
 1 − v2/c2.
 (Hem usat que els esdeveniments simultanis de coordenades (~l, 0) i (−~l, 0) en Stambé són simultanis en S1, perquè ~l és perpendicular a la velocitat relativa.)
 Si apliquem (5.38) en el sistema S1 tindrem:
 ~X ′(t′) =mγ′
 1~x′1(t
 ′) +mγ′2~x
 ′2(t
 ′)
 mγ′1 +mγ′
 2
 = −v2
 c2~l − ~vt′ .
 D’altra banda, d’aplicar la transformació de Lorentz a la línia d’univers Xµ =
 ( ~XCM(t), ct), tenim: (−γ~vt, γct), que no coincideix amb X ′µ = ( ~X ′CM(t′), ct′). En
 efecte, mentre la primera passa per l’origen de coordenades de S1, la segona no.
 5.4 Dinàmica relativista
 Una manera immediata de generalitzar la segona llei de Newton de la mecànicaconsisteix a prendre:
 ~F =d~p
 dt, (5.40)
 on ~p = mγ~v. És a dir, la variació del trimoment lineal per unitat de temps és iguala la resultant de les forces aplicades. Les lleis de l’electromagnetisme, la gravetat,etc., seran les encarregades d’especificar després com aquesta força ~F depèn de laposició del cos, de la seva velocitat i dels altres cossos amb què interacciona.
 Aquesta forma de la llei de la dinàmica no és, però, la més convenient perexaminar-ne el comportament sota canvis de sistema de referència. Amb aquestafinalitat s’introdueix el quadrivector força de Minkowski —o també quadriforça—que és igual a la variació del quadrimoment lineal per unitat de temps propi:
 fµ =dpµ
 dτ. (5.41)
 Notem que és equivalent conèixer la força ~F o la força de Minkowski fµ. Dona-da una podem determinar l’altra. En efecte, dels components espacials d’aquestaúltima i de la relació (4.11) resulta:
 ~f =dt
 dτ
 d~p
 dt= γ ~F . (5.42)
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 D’altra banda, de derivar la relació (5.14) i del fet que la massa pròpia del cos ésconstant, tenim: pµf
 µ = 0 que, tenint en compte (5.20), ens dóna:
 f4 =~p · ~fp4
 =γ
 c~v · ~F . (5.43)
 Del punt de vista de contingut físic les dues lleis, (5.40) i (5.41), diuen elmateix, però la segona, com que és manifestament tensorial, és més adient pertenir present la invariància relativista.
 Una conseqüència immediata de (5.43) és la versió relativista del teorema deles forces vives:
 dE
 dt= cγ−1 dp
 4
 dτ= cγ−1f4 = ~v · ~F , (5.44)
 a saber, la variació de l’energia per unitat de temps és igual a la potència de lesforces aplicades. Aquest teorema abona encara més la bondat de la denominacióenergia que hem introduït en l’apartat 5.1.4 per al producte p4c.
 En el cas que la força aplicada ~F és constant, de (5.40) i del fet que m ésconstant, tenim que:
 d~u
 dt=
 1
 m~F = constant,
 i estem en el cas del moviment hiperbòlic estudiat a la secció 4.8.
 5.4.1 La inèrcia augmenta amb la velocitat
 El fet que el factor mγ que relaciona la velocitat ~v i la quantitat de moviment ~pno sigui constant —com passa a la mecànica newtoniana— té com a conseqüènciaque l’acceleració no sigui proporcional a la força aplicada. De (5.40) tenim:
 ~F =d
 dt(mγ~v) = mγ~a+mγ3 ~v · ~a
 c2~v . (5.45)
 Notem de passada que en el límit de petites velocitats
 ~F ≈ m~a+O(1/c2) .
 En el cas de moviment rectilini, ~v i ~a són paral.leles i (5.45) dóna:
 F = mγ3a ,
 de manera que l’acceleració produïda per una mateixa força aplicada és més petitacom més gran és la velocitat, i tendeix a zero a mesura que v −→ c. Aquesta és unaaltra manifestació del límit que c representa per a les velocitats que pot adquiriruna massa puntual.

Page 131
                        

5.5. Quadrimoment angular 133
 5.5 Quadrimoment angular
 Donada una massa puntual de quadrimoment lineal pµ i línia d’univers xν(τ),considerarem el tensor:
 jµν = xµpν − xνpµ , (5.46)
 que s’anomena quadrimoment angular. Els components espacials són:
 jil = xipl − xlpi ,
 de manera que el trivector de components
 ~ = (j23, j31, j12) = ~x× ~p (5.47)
 és el trimoment angular relativista de la partícula, i en el límit de velocitats petitesen front a c, tendeix al trimoment angular de la mecànica newtoniana.
 Si tenim en compte (5.9) i (5.41), la derivada del quadrimoment angular és:
 djµν
 dτ= xµfν − xνfµ , (5.48)
 (on fµ és la força de Minkowski) que és la llei relativista del moment angular i ésl’anàleg de la llei del moment angular de la mecànica newtoniana.
 En particular, per als components espacials tenim que, recordant (5.42), (5.43)i (5.47), l’equació anterior porta a:
 djil
 dt= xiF l − xlF i ,
 o bé:d~
 dt= ~x× ~F , (5.49)
 on ~F és la força aplicada, (5.40), i així és com s’escriu la llei relativista per altrimoment angular.
 Per al cas d’una partícula lliure, fµ = 0 i l’equació (5.48) diu que el quadri-moment angular jµν es conserva.
 Si ara considerem un conjunt de partícules, podem definir el quadrimomentangular total del sistema com la suma dels quadrimoments angulars de totes elles:
 Jµν =∑
 a
 jµνa .
 En general, per avaluar el segon membre d’aquesta expressió cal indicar a quininstant de la línia d’univers correspon jµν
 a , ja que aquestes quantitats són, enprincipi, variables. Excepte en el cas que es tracti de partícules lliures, ja quellavors els jµν
 a són constants, com ja hem dit.
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 Q1
 B
 Q2
 QN
 L1
 L3L2
 LM
 Figura 5.3. En els xocs entre partícules puntuals lliures es conserva el quadrimomentangular
 Si es tracta d’un sistema de partícules que només interactuen per xoc, el tensorJµν es conserva. Per veure-ho analitzarem amb detall el cas senzill d’una col.lisióde N partícules que concorren en un esdeveniment B del qual emergeixen Mpartícules, tal com es mostra a la figura 5.3. El quadrimoment angular totalabans del xoc és:
 JµνA = jµν
 1 (Q1) + . . .+ jµνN (QN ) .
 Ara bé, per conservació del quadrimoment angular de cada partícula:
 jµνa (Qa) = jµν
 a (B), a = 1, . . . , N,
 i per tant:Jµν
 A = jµν1 (B) + . . .+ jµν
 N (B) = xµB P
 νA − xν
 B PµA ,
 on Pµ =∑
 a pµa és el quadrimoment lineal total. Per un argument similar arribem
 també a:Jµν
 D = xµB P
 νD − xν
 B PµD .
 Els subíndexs A i D, com en el cas del quadrimoment lineal, indiquen «abans» i«després» del xoc, respectivament.
 De manera que la conservació del quadrimoment lineal total en el xoc implicala conservació del quadrimoment angular total:
 (
 ∑
 a
 jµνa
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 jµνb
 )
 D
 . (5.50)
 La conservació del quadrimoment angular total té dues interpretacions, segons sies tracta de
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 els components espacials: el trivector de components ~J = (J23, J31, J12) és elmoment angular total:
 ~J =∑
 a
 ~xa × ~pa ,
 o es tracta de
 els components mixtos i llavors el trivector de components ~K = (J41, J42, J43)no depèn del temps, i de la igualtat
 ~K =∑
 a
 (ct~pa) −∑
 a
 (~xamaγac)
 es dedueix que el punt de coordenades:
 ~X ≡∑
 a ~xamaγa∑
 b mbγb
 [recordem l’equació (5.38)] compleix:
 ~X =~P
 P 4ct−
 ~K
 P 4,
 és a dir, està en repòs en el sistema del centre de massa.
 5.6 El moment angular intern. Spin
 Representar un cos material per una massa puntual és una simplificació quepot ser útil a determinats nivells de descripció, però insuficient si es pretén afinarmés. Per exemple, considerar els planetes com a masses puntuals movent-se en elcamp gravitatori del Sol permet explicar les lleis de Kepler, i tenir en compte lainteracció gravitatòria mútua entre aquestes masses puntuals permet entendre lesdesviacions del moviment planetari respecte a aquestes lleis.
 Però entendre fenòmens més fins, com ara la precessió dels equinoccis o l’alen-timent de la rotació terrestre, requereix passar a un nivell de detall superior. Non’hi ha prou a representar la Terra per la seva massa total i la posició del centrede massa, sinó que cal dir, a més, com és el seu moviment intern, el deplaçamentde les seves diverses parts respecte al centre de massa.
 A la mecànica newtoniana, els cossos extensos més simples són els sòlids rígids.Les forces de lligadura dins del mateix cos garanteixen que la distància entredues parts qualssevol es mantingui constant. Això requereix que els coeficientsd’elasticitat del cos siguin infinitament grans, i per aquesta raó un cos rígid és uncos ideal. El teorema de Chasles estableix que els únics moviments possibles d’uncos rígid es redueixen a una translació i una rotació global, i en conseqüència elcos rígid té sis graus de llibertat. Les lleis de la dinàmica són de la forma:
 d~P
 dt= ~F ,
 d~S
 dt= ~N ,
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 on ~P és el moment lineal total, ~S el moment angular relatiu al centre de massa,~F la força resultant i ~N el moment resultant respecte al centre de massa.
 Aquest segon nivell de descripció permet explicar la precessió i la nutació del’eix polar, però no és suficient per entendre l’alentiment de la rotació terrestre, elqual és provocat per la fricció de les marees.
 Tot i que en relativitat no té sentit parlar de cossos rígids —perquè a mésde la idealització que suposen els cossos rígids newtonians, apareixen forces ins-tantànies— podem, en determinats casos i a tall fenomenològic, descriure les lleisde la dinàmica d’un cos material per mitjà de: la seva massa pròpia m , la líniad’univers d’un punt xµ(τ) , o centre de moviment, i el moment angular intern, ospin, que referit als eixos d’un sistema inercial instantàniament comòbil S†
 τ amborigen a xµ(τ) , té per components si†(τ) , i = 1, 2, 3 i s4†(τ) = 0. I tot seguitpostular les lleis fenomenològiques del moviment
 dpµ
 dτ= fµ ,
 dsi†
 dτ= N i† , (5.51)
 on fµ és la força de Minkowski resultant i N i† són els components del momentextern resultant en el sistema de referència S†
 τ . Notem que s4†(τ) = 0 implicaque sµuµ = 0 en qualsevol sistema de referència.
 La llei de variació de l’spin no és però completa per tal com, en general, elssistemes de referència S†
 τ i S†τ+δτ són diferents —estan en moviment relatiu— i
 la relació que guarden els seus eixos coordenats no està establerta.Una manera senzilla de relacionar els eixos de S†
 τ i S†τ+δτ consisteix a demanar
 que els dos sistemes estiguin relacionats per una transformació de Lorentz pura.Això equival a dir que des de S†
 τ els eixos de S†τ+δτ es veuen paral.lels als mateixos
 eixos coordenats.D’acord amb la definició d’acceleració pròpia, la velocitat de S†
 τ+δτ respecte aS†
 τ és:V i† = bi† δτ +O(δτ2) ,
 on hem usat que δt† = δτ i bi† són els components de bρ en el sistema S†τ .
 La transformació de Lorentz pura (2.18) que passa de S†τ+δτ a S†
 τ tindrà,doncs, la forma:
 Lµν(bi†δt†) = δµ
 ν +δτ
 cAµ
 ν +O(δτ2) (5.52)
 amb:Ai
 4 = A4i = bi† , A4
 4 = Aij = 0 . (5.53)
 Així, si la transformació de Lorentz que passa de S†τ al sistema inercial S del
 laboratori és Λµν(τ) , la transformació de Lorentz que passa de S†
 τ+δτ al sistemainercial S és:
 Λµν(τ + δτ) = Λµ
 ρ(τ)Lρν(bi†δt†) = Λµ
 ν(τ) + Λµρ(τ)A
 ρν
 δτ
 c+O(δτ2) ,
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 de manera que:dΛµ
 ν(τ)
 dτ=
 1
 cΛµ
 ρ(τ)Aρν . (5.54)
 Ara, en el sistema inercial S podem definir el quadrivector spin (a partir dels seuscomponents en S†
 τ ):sµ(τ) = Λµ
 i(τ) si† , (5.55)
 i la llei d’evolució (5.51) ens porta a:
 dsµ
 dτ=dΛµ
 i(τ)
 dτsi† + Λµ
 i(τ)Ni† . (5.56)
 El segon terme de la dreta és Nµ ≡ Λµi(τ)N
 i† , el quadrivector moment externtotal respecte al centre de moviment, mentre que el primer terme de la dreta, permitjà de (5.53) i (5.54), es pot posar així:
 dΛµi(τ)
 dτsi† = Λµ
 4(τ)A4
 i
 csi† = Λµ
 4(τ)(ai†si†)
 c=uµ
 c2(bρs
 ρ) ,
 de manera que l’equació covariant de l’spin queda com a:
 dsµ
 dτ=uµ
 c2(bρs
 ρ) +Nµ , (5.57)
 que en absència de moment extern es redueix a:
 dsµ
 dτ=uµ
 c2(bρs
 ρ) . (5.58)
 5.6.1 El transport de Fermi-Walker
 Considerem un vector lµ(τ) a cada instant de la línia d’univers xν(τ) , talque els seus components en la successió de sistemes instantàniament comòbils S†
 τ
 definits més amunt no canvien:dlµ†
 dτ= 0 .
 Si tenim en compte que lµ(τ) = Λµρ(τ) l
 ρ† i les relacions (5.53) i (5.54), resulta:
 dlµ
 dτ=dΛµ
 ν
 dτlν† =
 bµ
 cl4† +
 uµ
 c2(bρl
 ρ) ,
 però l4† = (Λ−1)4ρlρ = −uρl
 ρ/c . De manera que
 dlµ
 dτ=
 1
 c2(uµ bρ − uρ b
 µ) lρ . (5.59)
 Es diu llavors que el vector lµ és transportat segons Fermi-Walker al llarg de la lí-nia d’univers. La llei de l’spin (5.58) correspon al cas particular que el quadrivectorlµ és ortogonal a la quadrivelocitat pròpia, uρl
 ρ = 0.
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 Si a cada punt de la trajectòria, xµ(τ), agafem una tètrada amb uµ(τ) coma vector temporal i tres vectors ortogonals espacials, uµe
 (i)µ = 0 e(j)µe
 (i)µ = δij ,
 i els transportem segons Fermi-Walker, llavors es conserven aquestes relacionsd’ortogonalitat i a més
 duµ
 dτ=
 1
 c2(uµ bρ − uρ b
 µ)uρ = bµ ,
 és a dir, el transport segons Fermi-Walker del quadrivector velocitat ens dóna lallei de moviment.
 5.6.2 La precessió de Thomas
 Un exemple d’aquest transport que té aplicacions físiques interessants i queveurem més endavant [secció 9.4] és l’acoblament de l’spin amb un camp magnèticextern i amb el moment angular orbital.
 Ara per veure l’arrel del problema amb un exemple senzill estudiarem un gi-roscopi en rotació lliure, de manera que el seu centre de moviment P està enmoviment circular uniforme respecte al sistema inercial S del laboratori i el vectormoment angular, spin del giroscopi, es transporta segons Fermi-Walker al llarg dela trajectòria. Veurem com el moment angular en dos punts de la trajectòria estàrelacionat per una transformació de Lorentz pura i una rotació que es coneix ambel nom de precessió de Thomas.
 La línia d’univers de P , així com la velocitat i l’acceleració pròpies són:
 xµ(t) = (R cos(ωt), R sin(ωt), 0, ct) ,
 uµ(t) = (−Rωγ sin(ωt), Rωγ cos(ωt), 0, cγ) ,
 bµ(t) = −Rω2γ2 (cos(ωt), sin(ωt), 0, 0)
 amb t = γτ i γ =1
 √
 1 −R2ω2/c2.
 En absència de moment extern, l’spin sµ(τ) evoluciona d’acord amb (5.58)que, component a component, dóna:
 ds1
 dτ=ω3γ3R2
 c2[s1 cos(ωt) + s2 sin(ωt)] sin(ωt) ,
 ds2
 dτ= −ω
 3γ3R2
 c2[s1 cos(ωt) + s2 sin(ωt)] cos(ωt) ,
 ds3
 dτ= 0 ,
 ds4
 dτ= −ω
 2γ3R
 c[s1 cos(ωt) + s2 sin(ωt)] .
 (5.60)
 Per integrar aquest sistema només ens cal ocupar-nos de s1 i s2, ja que s3 ésconstant i, de la condició sρuρ = 0, tenim que s4 = ~s · ~u/u4 .
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 Introduïrem el canvi de variables:
 ξ = s1 cos(ωt) + s2 sin(ωt)
 ζ = −s1 sin(ωt) + s2 cos(ωt)
 s1 = ξ cos(ωt) − ζ sin(ωt)
 s2 = ξ sin(ωt) + ζ cos(ωt)
 (5.61)
 i tindrem que les dues primeres equacions (5.60) s’escriuen així:
 dξ
 dt= ωζ ,
 dζ
 dt= −ωγ2ξ , (5.62)
 que és l’equacio d’un oscil.lador amb freqüència γω i té per solució:
 ξ = ξ0 cos(ωγt) + ζ0γ−1 sin(ωγt)
 ζ = −ξ0γ sin(ωγt) + ζ0 cos(ωγt)
 (5.63)
 i, tenint en compte (5.61), tenim que les condicions inicials són ξ0 = s10 i ζ0 = s20,(els components de l’spin a t = 0) i a més
 s1(t) = s10 [cos(ωγt) cos(ωt) + γ sin(ωγt) sin(ωt)] +
 s20[
 γ−1 sin(ωγt) cos(ωt) − cos(ωγt) sin(ωt)]
 s2(t) = s20[
 cos(ωγt) cos(ωt) + γ−1 sin(ωγt) sin(ωt)]
 +
 s10 [cos(ωγt) sin(ωt) − γ sin(ωγt) cos(ωt)]
 (5.64)
 Aquestes expressions ens donen, junt amb s3 = constant i s4 = ~s~u/u4, el valor desµ(t) en el sistema inercial del laboratori S en funció del que val a t = 0.
 Per interpretar aquest resultat considerem la transformació de Lorentz puraLµ
 ν (~v(t)) que passa del sistema del laboratori S al sistema de referència K′t ins-
 tantàniament comòbil amb el centre de massa del giroscopi en l’instant t i que téels tres eixos d’espai paral.lels als del laboratori. Amb una mica de càlcul es potcomprovar que els components temporals de sµ(0) i sµ′(t) en els sistemes comòbilsa t = 0, K′
 0, i a t, K′t seran respectivament:
 s4′
 (0) = s4′
 (t) = 0 ,
 i els components espacials estan relacionats per
 si′(0) = Ri′
 j (t)sj(t) ,
 on Rij(t) és una rotació d’eix paral.lel a ~a×~v, que per a aquest moviment circular
 és constant, i amplitud ω(γ − 1)t. És el que es coneix com precessió de Thomasde l’spin.
 El motiu pel qual apareix aquest gir addicional és que la composició de duestransformacions de Lorentz pures amb velocitats no paral.leles, com per exempleL(~v) i L(~adt) amb ~a no paral.lel a ~v, no és una transformació de Lorentz pura sinóla composició d’una rotació i una transformació de Lorentz pura. Aquesta rotacióés la que rep el nom de precessió de Thomas.
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 5.7 Quadrimoment angular total d’una partículaamb spin†
 En el cas d’un cos puntual amb spin, l’expressió (5.46) només dóna una part delquadrimoment angular, que s’anomena orbital perquè està associat al moviment detranslació. El quadrimoment angular total ha d’incorporar també la contribuciódel moment angular intern o spin.
 En la formulació de la secció 5.6, l’spin és un quadrivector que no podemsumar directament al moment angular orbital, que és un tensor antisimètric desegon ordre.
 Recordem que el quadrivector de spin l’hem construït a partir de tres quanti-tats, s1†, s2† i s3†, components del moment angular intern en un sistema comòbilamb el cos. Llavors, l’equació (5.55) defineix sµ en qualsevol sistema inercial.Però aquesta no és l’única manera de construir un objecte tensorial a partir detres quantitats. En efecte, una alternativa consisteix a prendre les tres componentssi†(τ) del moment angular intern en el sistema inercial S†
 τ i considerar la matriuantisimètrica:
 sρσ† =
 0 s3† −s2† 0−s3† 0 s1† 0s2† −s1† 0 00 0 0 0
 (5.65)
 i definir el tensor de spin d’acord amb:
 sµν(τ) = Λµi(τ) Λν
 j(τ) sij† , (5.66)
 on Λµρ(τ) és la transformació de Lorentz que passa del sistema inercial S†
 τ al dellaboratori.
 Aquest tensor de spin sµν i el quadrivector sµ definit a (5.55) estan relacionatsper:
 sµν =1
 cǫµναβ uα sβ , (5.67)
 on ǫµναβ és el tensor totalment antisimètric en quatre dimensions (amb la triaǫ1234 = 1). En efecte, n’hi ha prou a comprovar que (5.67) se satisfà en S†
 τ :
 s4i† = −si4† 1
 cǫ4ilk ul sk = 0 sij† =
 1
 cǫij4k u4 sk = ǫijksk ,
 que coincideix amb els elements de la matriu (5.65).Finalment, el quadrimoment angular total d’un cos amb spin es defineix així:
 jµν = xµpν − xνpµ + sµν . (5.68)
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 5.8 Formalismes lagrangià i hamiltonià
 Els formalismes lagrangià i hamiltonià no aporten res de destacable a l’anàlisidel moviment d’una partícula lliure. Tanmateix, en fem una introducció aquí perla seva utilitat més endavant en l’estudi del moviment d’una partícula en un campextern. En particular, proporcionen una manera senzilla de treure profit de leslleis de conservació (quan n’hi ha), de canviar a les coordenades més adients pera cada cas concret, d’abordar un problema per mètodes pertorbatius, etc.
 Una altra raó important per dedicar una certa atenció a aquests formalismes ésque serveixen de base per construir la mecànica quàntica i la mecànica estadística.
 5.8.1 Lagrangiana d’una partícula lliure
 Per a una partícula lliure, ~F = 0, i l’equació (5.40) ens dóna:
 d
 dt(mγ~v) = 0 . (5.69)
 Si busquem una lagrangiana L(~x,~v, t) tal que les equacions d’Euler-Lagrange donin(5.69), haurem de demanar:
 ∂L
 ∂vi=
 mvi
 √
 1 − v2/c2,
 ∂L
 ∂xi= 0
 que té la solució senzilla:
 L = −mc2√
 1 − v2/c2 . (5.70)
 Aquesta lagrangiana no és l’única que dóna lloc a les equacions del movimentd’una partícula lliure. D’entrada, si li afegim la derivada total respecte del tempsd’una funció arbitrària f(~x, t), s’obté una lagrangiana dinàmicament equivalent.Però l’arbitrarietat en l’elecció de L és més profunda. De fet, l’equació (5.69)equival a ~v = constant, que es pot obtenir de la lagrangiana:
 LNw =1
 2mv2 .
 La lagrangiana (5.70) té, però, l’avantatge que la integral d’acció:
 S =
 ∫ 2
 1
 Ldt = −mc2∫ 2
 1
 dt√
 1 − v2/c2 (5.71)
 entre dos esdeveniments, xµ1 = (~x1, ct1) i xµ
 2 = (~x2, ct2), és invariant sota trans-formacions de Lorentz. En efecte, la integral (5.71) al llarg d’un camí donat entrexµ
 1 i xµ2 dóna un múltiple de la duració pròpia del camí considerat, la qual és un
 escalar.Com és ben conegut, les equacions d’Euler-Lagrange associades a L són la
 solució del principi variacional de Hamilton:
 δS = 0 amb δxµ1 = δxµ
 2 = 0 .
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 5.8.2 Invariància per reparametrització
 Si en comptes del paràmetre temps coordenat t n’utilitzem un altre qualsevol,relacionat amb t per la reparametrització: λ = λ(t), l’acció (5.71) és:
 S = −mc∫ 2
 1
 dλ√
 −ηµν xµxν amb xµ =dxµ
 dλ, (5.72)
 i la lagrangiana és
 L∗ = −mc√
 −ηµν xµxν , (5.73)
 que és invariant per reparametritzacions i a més és manifestament invariant deLorentz si el paràmetre λ és escalar.
 Les equacions d’Euler-Lagrange derivades de L∗ són:
 mc√−x2
 (
 ηµν − xµxν
 x2
 )
 xν = 0 , (5.74)
 on x2 ≡ ηρσxρxσ.
 La matriu que apareix en el primer membre és la hessiana de L∗ respecte a lesvelocitats:
 W ∗µν ≡ ∂2L∗
 ∂xµ∂xν=
 mc√−x2
 (
 ηµν − xµxν
 x2
 )
 ,
 i és singular, perquè té algun valor propi nul, com per exemple: W ∗µν x
 ν = 0. Aconseqüència d’això, det(W ∗
 µν) = 0. Aleshores, si pretenem aïllar les acceleracionsxµ de (5.74), no obtenim una solució única, sinó:
 xµ = A xµ
 amb A(λ) arbitrària. Aquesta indeterminació és deguda al fet que la lagrangiana(5.73) és invariant per reparametrització, mentre que l’acceleració no ho és:
 d2xµ
 dσ2=
 (
 dλ
 dσ
 )2d2xµ
 dλ2+d2λ
 dσ2
 dσ
 dλ
 dxµ
 dσ.
 Una família de paràmetres interessant la constitueixen les denominades para-metritzacions afins, que es caracteritzen per:
 xµ xµ = 0 .
 Dues parametritzacions afins de la mateixa línia estan relacionades per: σ =k1λ+ σ0, on k1 i σ0 són constants.
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 5.8.3 Formalisme hamiltonià
 Si pretenem construir el formalisme hamiltonià a partir de la lagrangiana L∗,ens trobem que, com que la hessianaWµν és singular, la transformació de Legendre:
 pµ =∂L∗
 ∂xµ=mcxνηµν√
 −x2(5.75)
 no es pot invertir, i no podem aïllar les velocitats generalitzades xµ en funció delsmoments conjugats pµ. En efecte, de (5.75) tenim que les quatre variables pµ nosón independents sinó que satisfan el lligam:
 ηµνpµpν = −m2c2 . (5.76)
 Així, la solució general de (5.75) és:
 xµ = Mηµνpν ,
 amb M arbitrària, i no hi ha manera d’expressar −x2 en funció de pµ.La construcció del formalisme hamiltonià a partir de L∗ topa doncs amb la
 dificultat que la hessiana W ∗µν és singular. Aquest fet està fortament connectat
 amb la invariància de L∗ sota reparametritzacions. La resolució més satisfactòriad’aquesta dificultat —del punt de vista de la física matemàtica— s’aborda en elmarc del formalisme de Dirac de hamiltonianes amb lligams, però, per la sevacomplexitat, està fora de l’abast d’aquest text.
 Una manera més senzilla d’evitar el problema consisteix a adonar-se que la fontde les dificultats que ens trobem ara és la invariància per reparametrització, queens ha permès escriure la lagrangiana en forma manifestament covariant, al preud’introduir un grau de llibertat extra. En efecte, en covariantitzar, hem passatdels tres graus de llibertat espacials xi (amb la coordenada temporal determinadaper x4 = ct) als quatre graus de llibertat xµ. Si prescindim de la invariànciaper reparametrització i fixem un paràmetre d’evolució, per exemple, λ = t, lalagrangiana és:
 L = −mc2√
 1 − ~x2/c2 . (5.77)
 Si apliquem la transformació de Legendre, els moments conjugats són, en notacióvectorial:
 ~p =m~x
 √
 1 − ~x2/c2. (5.78)
 Aquesta expressió es pot invertir per aïllar les velocitats:
 ~x =c~p
 √
 m2c2 + ~p2, (5.79)
 i també obtenir la hamiltoniana canònica:
 H(~x, ~p, t) ≡ ~p · ~x− L = c√
 m2c2 + ~p2 . (5.80)
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 D’acord amb la mecànica analítica, les equacions de Hamilton:
 xi =∂H
 ∂pi
 , pi = −∂H∂xi
 (5.81)
 són equivalents a les equacions d’Euler-Lagrange derivades de L.Si prenem els parèntesis de Poisson elementals:
 xi, xj = pi, pj = 0 , xi, pj = δij , (5.82)
 les equacions de Hamilton s’expressen d’una manera compacta per mitjà dels pa-rèntesis de Poisson
 df
 dt= f,H +
 ∂f
 ∂t, (5.83)
 on f(~x, ~p, t) és una funció qualsevol a l’espai de les fases i el parèntesi de Poissonestà definit per:
 f,H =3∑
 i=1
 (
 ∂f
 ∂xi
 ∂H
 ∂pi− ∂f
 ∂pi
 ∂H
 ∂xi
 )
 . (5.84)
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 Problemes
 5.1. En un cert sistema de referència una partícula té una energia total de 5 GeVi un moment lineal de 3 GeV/c. Quina energia té en un sistema on el seumoment lineal és de 4 GeV/c? Quina és la seva massa en repòs? Quina ésla velocitat relativa entre els dos sistemes de referència?
 5.2. Un cert accelerador pot subministrar protons amb una energia cinètica de200 GeV. La massa en repòs del protó és mp =0,938 GeV. a) Calculeu lamàxima massa en repòs possible M0 d’una partícula X que es pugui produircom a resultat del xoc d’un d’aquests protons accelerats amb un protó enrepòs, segons el procés següent:
 p+ p→ p+ p+X
 Un protó amb velocitat ~u col.lisiona amb un altre protó en repòs i, de lacol.lisió, emergeixen dos protons i un πo. b) Doneu el valor mínim que ha detenir γ(u) perquè això sigui possible. (mπ = 135 MeV)
 5.3. Un àtom excitat de massa m, i en repòs en un cert sistema de referència,emet una fotó perdent una quantitat d’energia interna ∆E. Calculeu lafreqüència exacta del fotó, tenint en compte el retrocés de l’àtom.
 5.4. (a) Un fotó d’energia hν xoca elàsticament amb un electró en repòs. L’ener-gia del fotó després del xoc és hν/2 i surt amb una direcció que forma unangle de 60 amb la direcció del fotó incident. Quina és la frequència ν delfotó incident?(b) Un fotó amb una energia hν xoca amb un àtom excitat que es troba enrepòs. Després del xoc el fotó encara té energia hν però ha canviat el seusentit de moviment en 180. Si l’àtom es troba en el seu estat fonamentaldesprés del xoc, calculeu l’energia d’excitació inicial.
 5.5. Calculeu l’energia mínima que ha de tenir el fotó en el sistema laboratoriperquè la reacció següent sigui possible:
 γ + e− → e+ + 2e−
 5.6. Un pió neutre π0 de massa mπ0 = 135 MeV que es mou amb una energiacinètica d’1 GeV es desintegra en dos fotons.(a) Determineu les energies dels fotons si aquests s’emeten en la direcció delpió original i en sentits oposats.(b) Calculeu amb quin angle surten els fotons si aquests s’emeten formantun angle igual respecte a la direcció del pió inicial.
 5.7. El 4-vector d’ona, kµ = (~k, k4) (o amb l’altre notació kµ = (k0, ~k)), d’unaona electromagnètica plana i monocromàtica que es propaga en un medi re-fringent (d’índex de refracció n > 1) satisfà que |~k| = n k4. Així, doncs,
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 prendrem com a 4-moment d’un fotó de frequència ν, kµ = (~k, k4) ambk4 = hν/c i |~k| = n k4. Considerem ara la reacció: e− → e− + γ, en elsi d’un medi refringent. Si θ és l’angle que formen la direcció ~k del fotóemergent i la direcció ~p de l’electró incident:(a) Determineu cos θ en funció de l’energia E de l’electró incident i l’energiahν del fotó emès.(b) Per a una E donada determineu el valor màxim de l’angle θ.(c) Calculeu l’energia mínima de l’electró perquè aquesta reacció sigui pos-sible.
 5.8. La 3-força sobre una massa puntual es defineix per ~F =d~p
 dton ~p és la part
 espacial del 4-moment pµ de la partícula. Noteu que, a diferència de la 4-
 força de Minkowski fµ =dpµ
 dτ, on τ és el temps propi, ~F no és un objecte
 tensorial sota canvis de coordenades. Si fem un canvi de sistema de referènciaxµ′
 = Λµ′
 ν xν , de manera que el sistema S′ es mou respecte al sistema S a
 una velocitat ~w = (w1, w2, w3) amb els eixos dels dos sistemes paral.lels,trobeu l’expressió de ~F ′ en termes de ~F , ~w i la 3-velocitat, ~v, de la partícularespecte al sistema S.
 5.9. Una partícula de massa m es mou en l’eix de les X en un sistema inercialatreta cap a l’origen amb una força mω2x. Fa oscil.lacions d’amplitud A.Expresseu el període de l’oscil.lador relativista en termes d’una integral de-finida i doneu el valor aproximat d’aquesta integral per a valors de ω2A2/c2
 petits.
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 Dinàmica relativista: partícules eninteracció†
 6.1 Introducció
 En el capítol 5 hem posat les bases de la dinàmica relativista d’un cos sotmèsa una força externa donada, la qual no és alterada pel moviment ni la presènciadel mateix cos. L’equació (5.40) permet de conèixer l’evolució del cos donades laseva posició i velocitat inicials i la força aplicada.
 Quan un cos interacciona amb d’altres el problema és més complex perquèesperem que la força que experimentarà depengui, a part de la seva posició i laseva velocitat, de les dels altres, les quals estan influïdes al seu torn pel movimentdel cos en qüestió.
 En la descripció newtoniana l’acceleració de cada cos està determinada per lesposicions i velocitats de tots els altres en el mateix instant. Així, per al cos i-èsim:
 mb~ab = ~fb(~xc, ~vd, t) , b, c, d = 1 . . .N . (6.1)
 Això dóna un sistema diferencial de segon ordre amb 3N graus de llibertat que,conegudes les posicions i velocitats inicials dels N cossos puntuals, permet dedeterminar-ne l’evolució futura (i passada). És per això que aquest marc s’ano-mena predictiu.
 Aquesta descripció suggereix a més la interpretació física següent: la causaque el cos «b» experimenti l’acceleració ~ab és el fet que els altres, «c», estiguinen les posicions ~xc amb les velocitats ~vc en el mateix instant. Una imatge comaquesta, que suggereix un «senyal» que es propaga instantàniament de cada cos«c» al cos «b» per indicar-li com s’ha de moure, està en conflicte amb la teoria de larelativitat, en la qual no hi pot haver senyals que viatgin a velocitats superiors a lavelocitat de la llum en el buit. Per causa de raonaments d’aquest estil, durant molttemps es va estendre la creença que una descripció predictiva del moviment d’un

Page 146
                        

148 Capítol 6. Dinàmica relativista: partícules en interacció†
 sistema de cossos puntuals és incompatible d’arrel amb la invariància relativista.1
 Aquest inconvenient només és aparent.Va ser Dirac qui, interessat a trobar un sistema dinàmic que representés correc-
 tament els fenòmens atòmics, va plantejar el problema, en el marc de la mecànicaanalítica, amb claredat. En previsió de la quantització posterior, el sistema haviade ser hamiltonià i també invariant relativista.
 Dediquem els següents apartats a les transformacions de simetria dels sistemeshamiltonians i presentem un resum de temes de mecànica analítica que ens seranimprescindibles.2 Després ho aplicarem al nostre sistema dinàmic relativista.
 Veurem en l’apartat (6.6) que és possible fer compatibles la relativitat i el fetque les equacions del moviment siguin un sistema d’equacions de segon ordre, aixícom també el principi de causalitat.
 6.2 Transformacions canòniques
 L’espai fàsic d’un sistema dinàmic amb n graus de llibertat té dimensió 2n.Les 2n coordenades d’aquest espai s’anomenen canòniques quan podem separar-hin coordenades generalitzades, qi, i n moments conjugats, pj, i, j = 1, . . . , n, demanera que els parèntesis de Poisson elementals són:
 qi, qj = pl, pk = 0 , qi, pl = δil , i, j, k, l = 1 . . . n (6.2)
 Una transformació de coordenades en l’espai fàsic ampliat:
 q′i = q′i(q, p, t) , p′l = p′l(q, p, t) (6.3)
 s’anomena canònica si conserva els parèntesis de Poisson elementals
 q′i, q′j = p′l, p′k = 0 , q′i, p′l = δil . (6.4)
 Una manera, entre d’altres, de definir una transformació canònica consisteix adonar una funció generatriu F (qi, p′j , t) tal que:
 det
 (
 ∂2F
 ∂p′l∂qi
 )
 6= 0 . (6.5)
 La transformació canònica s’obté a partir de les relacions:
 pi =∂F (q, p′, t)
 ∂qi, q′j =
 ∂F (q, p′, t)
 ∂p′j. (6.6)
 1Vegeu, per exemple, Bergmann (1976).2Seguirem la notació de Goldstein (2002, 3a edició) que el lector pot consultar per a més
 detalls.
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 En efecte, gràcies a (6.5) podem aïllar p′l = p′l(q, p, t) a partir de les n primeresequacions (6.6). Llavors, de substituir aquest resultat en les n equacions (6.6)restants s’obté q′i = q′i(q, p, t).
 Una propietat de les transformacions canòniques és que converteixen les equaci-ons de Hamilton associades a una hamiltoniana qualsevolH(q, p, t) en les equacionsde Hamilton que es deriven de la hamiltoniana transformada
 H ′(q′, p′, t) = H(q, p, t) +∂F (q, p′, t)
 ∂t(6.7)
 on (q, p, t) i (q′, p′, t) estan relacionats per (6.3).En particular, la funció generatriu
 F0(q, p′, t) =
 n∑
 i=1
 qip′i (6.8)
 correspon a la transformació identitat:
 pi =∂F
 ∂qi= p′i q′j =
 ∂F
 ∂p′j= qj .
 Una transformació canònica és a més una transformació de simetria si la ha-miltoniana és invariant:
 H ′(q′, p′, t) = H(q′, p′, t) , (6.9)
 és a dir, la mateixa funció H de 2n + 1 variables dóna la hamiltoniana abans idesprés de la transformació. D’aquesta manera les equacions de Hamilton expres-sades en les noves coordenades canòniques (q′, p′, t) tenen idèntica forma que quans’expressen en les variables (q, p, t).
 6.2.1 Transformacions canòniques infinitesimals
 Ens interessarà considerar famílies de transformacions canòniques que depenend’un paràmetre:
 q′i = q′i(ǫ, q, p, t) , p′l = p′l(ǫ, q, p, t) , i, l = 1 . . . n , (6.10)
 i que, a més, per a ǫ = 0 es tingui la transformació identitat:
 q′i(0, q, p, t) = qi , p′j(0, q, p, t) = pj . (6.11)
 Per a valors petits del paràmetre ǫ podem aproximar (6.10) pel desenvolupamentde Taylor fins al primer ordre:
 q′i = qi + ǫQi(q, p, t) + O(2) , p′j = pj + ǫPj(q, p, t) + O(2) , (6.12)
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 on hem tingut en compte (6.11), hem posat:
 Qi(q, p, t) ≡ ∂q′i(0, q, p, t)
 ∂ǫ, Pj(q, p, t) ≡
 ∂p′j(0, q, p, t)
 ∂ǫ(6.13)
 i O(2) recull tots els termes d’ordre igual o superior a ǫ2.La funció generatriu F (ǫ, q, p′, t) també es pot desenvolupar fins al primer ordre
 i, si tenim en compte (6.8) i (6.11), la podrem posar així:
 F (ǫ, q, p′, t) =
 n∑
 i=1
 qip′i + ǫ f(q, p′, t) + O(2) . (6.14)
 Les relacions (6.6) per a aquesta funció generatriu ens donen:
 q′j = qj + ǫ∂f(q, p′, t)
 ∂p′j+ O(2)
 pi = p′i + ǫ∂f(q, p′, t)
 ∂qi+ O(2)
 (6.15)
 que, després de comparar amb (6.12) i negligir termes d’ordre ǫ2, ens porten a:
 Qi(q, p, t) =∂f(q, p, t)
 ∂pi, Pj(q, p, t) = −∂f(q, p, t)
 ∂qj. (6.16)
 La funció f(q, p, t) s’anomena funció generatriu de les transformacions infinite-simals (6.12). Així, donada una funció qualsevol k(q, p, t) de l’espai fàsic ampliat,tindrem:
 k(q′, p′, t) = k(q, p, t) + ǫ
 n∑
 i=1
 [
 ∂k
 ∂qiQi(q, p, t) +
 ∂k
 ∂piPi(q, p, t)
 ]
 + O(2) (6.17)
 que, si usem (6.16) i el parèntesi de Poisson, es pot posar així:
 k(q′, p′, t) = k(q, p, t) + ǫ k, f+ O(2) . (6.18)
 En particular, per a la hamiltoniana H ′(q′, p′, t) tenim:
 H ′(q′, p′, t) = H(q, p, t) + ǫ∂f(q, p, t)
 ∂t+ O(2) , (6.19)
 que, comparada amb (6.18) per a la funció H , ens porta a:
 H ′(q′, p′, t) −H(q′, p′, t) = ǫ
 (
 ∂f
 ∂t− H, f
 )
 + O(2) = ǫdf
 dt+ O(2) , (6.20)
 on hem tingut en compte l’expressió (5.83) de la derivada temporal total.Si ara ens fixem en (6.9), resulta que les transformacions canòniques infinite-
 simals (6.12) són de simetria si, i només si, la seva funció generatriu f(q, p, t) ésuna constant del moviment.
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 6.2.2 L’operador generador infinitesimal
 Sigui k(q, p, t) una funció qualsevol en l’espai fàsic ampliat. L’operador gene-rador infinitesimal de les transformacions (6.15) es defineix així:
 Xk(q, p, t) ≡ limǫ→0
 1
 ǫ[k(q′, p′, t) − k(q, p, t)] . (6.21)
 De (6.17) tenim immediatament que:
 X =
 n∑
 i=1
 (
 Qi(q, p, t)∂
 ∂qi+ Pi(q, p, t)
 ∂
 ∂pi
 )
 . (6.22)
 En el cas que (6.15) sigui una transformació canònica infinitesimal, la relació(6.18) ens dóna que:
 X =
 n∑
 i=1
 (
 ∂f
 ∂pi
 ∂
 ∂qi− ∂f
 ∂qi
 ∂
 ∂pi
 )
 = −f, . (6.23)
 6.3 Transformacions de Poincaré infinitesimals
 Com ja hem dit a la secció 4.2, el grup de Poincaré el constitueixen les transfor-macions que resulten de compondre, successivament i en qualsevol ordre, diverses:(a) translacions espaciotemporals, (b) rotacions i (c) transformacions de Lorentzpures.3
 Per a les transformacions infinitesimals de cada un dels tres tipus anteriorstenim les expressions següents:
 Translacions espaciotemporals
 ~x′ = ~x+ ~ǫ , t′ = t+ τ , (6.24)
 on ~ǫ és el vector desplaçament i τ el desplaçament temporal.
 Rotacions
 ~x′ = ~x+ ~φ× ~x+ O(2) , t′ = t , (6.25)
 on ~φ és el vector de rotació: la direcció defineix l’eix de rotació i el mòdul|~φ| és l’amplitud de la rotació infinitesimal. El terme O(2) disminueix com|~φ|2 quan ~φ tendeix cap a 0.
 3Deixem de banda les transformacions discretes, paritat i inversió temporal que no estanlligades de manera contínua amb la identitat.
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 Transformacions de Lorentz pures
 ~x′ = ~x− t ~V + O(2) , t′ = t− 1
 c2~V · ~x+ O(2) , (6.26)
 on ~V és el vector velocitat relativa. L’expressió anterior és el desenvolupa-ment de Taylor a primer ordre en ~V de la transformació de Lorentz exacta(2.14) i (2.15). El terme O(2) disminueix com |~V |2 quan ~V tendeix cap a 0.
 La forma general d’una transformació de Lorentz infinitesimal s’obté de compondreles tres expressions anteriors:
 ~x′ = ~x− t ~V + ~φ× ~x+ ~ǫ+ O(2)
 t′ = t− 1
 c2~V · ~x+ τ + O(2)
 (6.27)
 (el terme O(2) inclou tots els termes que depenen almenys dels quadrats delsparàmetres o del producte de dos d’ells).
 Notem que, si bé la composició de dues transformacions de Poincaré no éscommutativa, aquest efecte només es manifesta en termes de segon ordre. Aprimer ordre les transformacions de Poincaré infinitesimals commuten.
 Les transformacions de Poincaré formen un grup en què cada transformacióestà caracteritzada per 10 paràmetres que en l’expressió infinitesimal (6.27) esconcreten en: ~ǫ, τ , ~φ i ~V .
 6.4 Partícula lliure i invariància de Poincaré
 A l’apartat 5.8.3 hem presentat el formalisme hamiltonià per a una partículalliure. Les coordenades i moments canònics són els components de ~x i ~p i la hamil-toniana és H = c
 √
 m2c2 + ~p2. Ara veurem com les transformacions infinitesimalsde Poincaré són transformacions canòniques de simetria i n’obtindrem les funcionsgeneratrius.
 La transformació de Poincaré infinitesimal (6.27) s’assembla a la part de lescoordenades d’una transformació infinitesimal del tipus (6.10),4 amb l’excepció queen aquell cas el paràmetre d’evolució t no resultava afectat per la transformaciói ara sí. Per corregir aquesta diferència, aplicarem la primera de les equacions(6.27) a les trajectòries del sistema hamiltonià:
 ~x′(t′) = ~x(t) − t ~V + ~φ× ~x(t) + ~ǫ+ O(2) . (6.28)
 D’altra banda, d’aïllar t de la segona de les equacions (6.27) tenim:
 t = t′ +1
 c2~V · ~x(t′) − τ + O(2) . (6.29)
 4Les idees desenvolupades a l’apartat 6.2.1 es generalitzen de manera immediata i òbvia alcas d’una família de transformacions que depenen de més d’un paràmetre.
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 (La substitució de ~x(t) per ~x(t′) en el segon membre només introdueix una discre-pància que queda englobada en el terme O(2).)
 Si ara substituïm (6.29) en (6.28) i tenim en compte que:
 ~x(t) = ~x(t′) +
 [
 1
 c2~V · ~x(t′) − τ
 ]
 ~x(t′) + O(2) (6.30)
 obtenim que, a part de termes de segon ordre,
 ~x′(t′) = ~x(t′) +
 [
 1
 c2~V · ~x(t′) − τ
 ]
 ~x(t′) − t′ ~V + ~φ× ~x(t′) + ~ǫ+ O(2) . (6.31)
 La velocitat ~x(t′) ve donada per les equacions de Hamilton (5.81)
 ~x(t′) =c2 ~p(t′)
 H(t′). (6.32)
 Si substituïm aquesta expressió en l’anterior obtenim una llei de transformacióen què tant les variables transformades, ~x′, com les primitives, ~x i ~p, depenen delnou paràmetre d’evolució t′. L’acció de la transformació infinitesimal de Poincarésobre les coordenades de l’espai fàsic ampliat de la partícula lliure és:
 ~x′ = ~x+
 [
 1
 c2~V · ~x− τ
 ]
 c2 ~p
 H− t ~V + ~φ× ~x+ ~ǫ+ O(2) . (6.33)
 Aquestes relacions s’han de completar amb la llei de transformació dels momentscanònics.
 6.4.1 Les funcions generatrius
 Per determinar-les primer buscarem una funció generatriu per a les transfor-macions (6.33). Per analogia amb (6.14) serà de la forma:
 F (αA, ~x, ~p ′, t) = ~x · ~p ′ +10∑
 A=1
 αA fA(~x, ~p ′, t) + O(2) , (6.34)
 on αA és una manera abreujada d’escriure els deu paràmetres: (~ǫ, τ, ~φ, ~V ). Larelació anàloga a la (6.15) és:
 x′i = xi +∂
 ∂pi
 (
 10∑
 A=1
 αA fA(~x, ~p, t)
 )
 + O(2) .
 De comparar aquesta última amb (6.33) obtenim:
 ∂
 ∂pi
 (
 10∑
 A=1
 αA fA
 )
 = ǫi − τc2 pi
 H+ (~φ× ~x)i +
 ~V · ~xH
 pi − t V i (6.35)
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 que s’integra immediatament i dóna:
 10∑
 A=1
 αA fA = ~ǫ · ~p− τ H + ~φ · (~x× ~p) + ~V ·(
 H
 c2~x− t~p
 )
 + g(αA, ~x, t) ,
 on g(αA, ~x, t) és una funció arbitrària.Com que volem a més que les equacions de Hamilton en els sistemes de referèn-
 cia S i S′ siguin idèntiques, la transformació infinitesimal generada per la funcióanterior haurà de ser també una transformació de simetria per a la hamiltoniana(5.80). Per tant, d’acord amb (6.20),
 ∑10A=1 α
 A fA haurà de ser una integral delmoviment. Això només es compleix si g és ella mateixa una integral del moviment,és a dir, si:
 dg
 dt=
 c
 H~p · ~∇xg + ∂tg = 0 ,
 la qual cosa implica que g és una constant, que escollirem nul.la.Resumint, les funcions generatrius de les transformacions de Poincaré infinite-
 simals són
 10∑
 A=1
 αA fA = ~ǫ · ~p− τ H + ~φ · (~x× ~p) + ~V ·(
 H
 c2~x− t~p
 )
 . (6.36)
 Si apliquem (6.15), la forma d’aquestes transformacions en l’espai de les faseses concreta en:
 ~x′ = ~x+ ~ǫ+ τc2~p
 H+ ~φ× ~x− t ~V +
 ~V · ~xH
 ~p+ O(2)
 ~p ′ = ~p+ ~φ× ~p− H
 c2~V + O(2)
 (6.37)
 6.4.2 L’àlgebra de Poisson del grup de Poincaré
 En l’expressió (6.36) es palesa la contribució de cada tipus de transformacióelemental a la transformació infinitesimal total. Si associem una funció generatriua cada paràmetre infinitesimal tenim:
 Translacions en la direcció OX i
 Pi ≡ pi
 Rotacions al voltant de l’eix OX i
 Ji ≡ (~x× ~p)i
 Translacions temporals
 T ≡ −H = −c√
 m2c2 + ~p2
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 Transformacions de Lorentz pures en la direcció OX i
 Ki ≡ −t pi +H
 c2xi
 Els parèntesis de Poisson entre parelles d’aquestes funcions són:
 H,Pi = 0 H, Ji = 0 H,Ki = −Pi
 Pi, Pj = 0 Pi, Jj = ǫ lij Pl Ji, Jj = ǫ l
 ij Jl
 Pi,Kj = −Hc2δij Ki, Jj = ǫ l
 ij Kl Ki,Kj = − 1
 c2ǫ lij Jl
 (6.38)
 on ǫijk és el símbol antisimètric de Levi-Civita i les relacions anteriors es podenresumir així:
 fA, fB = CLAB fL , A,B, L = 1, . . . 10 , (6.39)
 on les fA representen les 10 funcions generatrius elementals H , Pi , Jj i Kl , iCL
 AB són constants.A conseqüència d’aquestes relacions, el parèntesi de Poisson entre dues funcions
 generatrius de transformacions de Poincaré infinitesimals per a una partícula lliureés també una funció generatriu de partícula lliure. Aquest conjunt de funcionsamb aquests parèntesis formen el que s’anomena l’àlgebra de Poisson del grup dePoincaré.
 6.4.3 Els generadors infinitesimals de les transformacionsde Poincaré
 D’acord amb el que hem dit a l’apartat 6.2.2, cada paràmetre de les transfor-macions infinitesimals (6.33) porta associat un operador generador infinitesimal.D’aplicar directament (6.23) tenim:
 Per a les translacions en la direcció OX i
 Pi ≡∂
 ∂xi(6.40)
 Per a les rotacions al voltant de l’eix OX i
 Ji ≡ (~x× ~∇x)i + (~p× ~∇p)i (6.41)
 Per a les translacions temporals
 T ≡ − c2
 H~p · ~∇x (6.42)
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 Per a les transformacions de Lorentz pures en la direcció OX i
 Ki ≡ −t ∂∂xi
 − H
 c2∂
 ∂pi+xi
 H~p · ~∇x (6.43)
 Els commutadors entre parelles d’aquests operadors donen un resultat semblanta (6.39). En efecte, si XA = −fA, i k és una funció qualsevol de l’espai fàsicampliat:
 [XA, XB]k = XA(XBk) − XB(XAk) = fA, fB, k − fB, fA, k ,
 que, per la identitat de Jacobi del parèntesi de Poisson, és igual a:
 −k, fA, fb =
 10∑
 L=1
 CLABfL, k = −
 10∑
 L=1
 CLABXLk .
 Així, tenim les relacions de commutació:
 [XA, XB] = −10∑
 L=1
 CLABXL . (6.44)
 El fet que els commutadors entre els generadors infinitesimals donin combi-nacions lineals amb coeficients constants dels mateixos generadors està relacionatamb el fet que el conjunt de les transformacions de Poincaré forma un grup.5
 6.5 Sistema de diverses partícules
 L’espai fàsic ampliat d’un sistema de N partícules és coordenat per
 (~x1, . . . ~xN , ~p1, . . . ~pN , t)
 i els parèntesis de Poisson elementals són:
 xia, x
 jb = pal, pbk = 0 , xi
 a, pbl = δabδil , (6.45)
 i, j, k, l = 1, 2, 3; a, b = 1 . . . N .
 La trajectòria del sistema dinàmic en l’espai fàsic ampliat és:
 (~xa(t), ~pb(t), t)
 i s’obté a partir de les posicions i moments S-simultanis en l’instant t del sistemade referència S.
 5Vegeu, per exemple, Sudarshan (1974).
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 En passar a un altre sistema de referència S′, relacionat amb S per una trans-formació de Poincaré infinitesimal del tipus (6.27), obtindrem una nova trajectòriadel sistema dinàmic:
 (~x′a(t′), ~p ′b(t
 ′), t′)
 formada per posicions i moments S′-simultanis.Si ens limitéssim a aplicar la transformació infinitesimal (6.27):
 ~x′a(t′a) = ~xa(t) − t ~V + ~φ× ~xa(t) + ~ǫ+ O(2)
 t′a = t− 1
 c2~V · ~xa(t) + τ + O(2)
 (6.46)
 obtindríem una configuració que no és S′-simultània. Això es pot corregir usantla inversa de la segona de les equacions (6.46):
 t = t′a +1
 c2~V · ~xa(t′a) − τ + O(2) ,
 que, substituïda en la primera de les equacions (6.46) i després de tenir en compteque:
 ~xa(t) = ~xa(t′a) +
 [
 1
 c2~V · ~xa(t′a) − τ
 ]
 ~xa(t′a) + O(2) ,
 ens dóna:
 x′ia (t′) = xia(t′)+
 [
 1
 c2~V · ~xa(t′) − τ
 ]
 xia(t′)−t′ V i+[~φ×~xa(t′)]i+ǫi+O(2), (6.47)
 on hem agafat el mateix paràmetre d’evolució per a totes les N partícules: t′ =t′1 = . . . = t′N .
 Per obtenir la forma de la transformació infinitesimal en l’espai fàsic a partird’aquesta expressió ens resta concretar la velocitat ~xa(t′a) en funció de les posicionsi moments. Això dependrà de les equacions de Hamilton del sistema dinàmic queestiguem considerant.
 Tanmateix, per a aquelles transformacions que ~V = 0 i τ = 0, és a dir, lesrotacions i translacions espacials, tenim:
 x′ia = xia + [~φ× ~xa]i + ǫi + O(2) .
 Són transformacions puntuals, que no depenen de xia(~xb, ~pc) i no contenen in-
 formació dinàmica. Per raonaments semblants als de l’apartat 6.4.1 obtenim lesfuncions generatrius de:
 (a) les translacions infinitesimals en la direcció OX i
 Pi =
 N∑
 b=1
 pbi (6.48)
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 o moment lineal total que si utilitzem (6.23) ens dóna el generador infinite-simal de les translacions
 Pi = −N∑
 b=1
 ∂
 ∂xib
 , (6.49)
 així com
 (b) les rotacions infinitesimals al voltant de l’eix OX i
 Ji ≡N∑
 b=1
 (~xb × ~pb)i (6.50)
 o moment angular total, de nou de (6.23) obtenim el generador infinitesimalde les rotacions
 Ji = −N∑
 b=1
 ǫkij
 (
 xjb
 ∂
 ∂xkb
 + vjb
 ∂
 ∂vkb
 )
 . (6.51)
 El fet que siguin precisament aquestes sis funcions generatrius les que no con-tenen dinàmica està relacionat amb la manera com hem construït l’espai fàsicdel sistema: posicions i moments S-simultanis de les partícules components. Lesrotacions i translacions espacials són precisament les transformacions del grup dePoincaré que conserven la S-simultaneïtat.6
 Per obtenir les funcions generatrius associades als paràmetres V i i τ caldràconèixer abans la dinàmica del sistema.
 6.5.1 Partícules sense interacció
 En aquest cas, el moviment de cada partícula és rectilini i uniforme i la hamil-toniana resulta de sumar les hamiltonianes de les partícules components:
 H =
 N∑
 b=1
 hb , amb hb = c√
 m2bc
 2 + ~p2b . (6.52)
 D’acord amb les equacions de Hamilton, la velocitat del cos «a» és doncs:
 ~xa =c ~pa
 ha,
 que, en substituir a (6.47), ens dóna per a la transformació infinitesimal de lescoordenades canòniques associada als paràmetres ~V i τ :
 ~x′a(t′) = ~xa(t′) +
 [
 1
 c2~V · ~xa(t′) − τ
 ]
 c~pa(t′)
 ha(t′)− t′ ~V + O(2) . (6.53)
 6Aquesta manera de construir l’espai fàsic a partir de les línies d’univers dels cossos és el queDirac anomena instant form de la dinàmica, per distingir-la de les altres dues que proposa: lapoint form i la front form, que no detallarem perquè escapen molt de l’abast d’aquest text.
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 A partir d’aquí, i seguint raonaments semblants als de l’apartat 6.4.1 obtenimles quatre funcions generatrius restants:
 Per a les translacions temporals infinitesimals
 T = −N∑
 b=1
 c√
 m2bc
 2 + ~p2b = −
 N∑
 b=1
 hb (6.54)
 i per a les transformacions de Lorentz pures en la direcció OX i
 Ki ≡ −t Pi +1
 c2
 N∑
 b=1
 xbihb . (6.55)
 Les relacions de commutació entre les 10 funcions generatrius (6.48), (6.50),(6.54) i (6.55) són idèntiques a les (6.38). Són una característica de la parametrit-zació de les transformacions infinitesimals del grup de Poincaré que hem escollitaquí, i es reprodueix en totes les accions canòniques d’aquest grup.
 6.5.2 Partícules en interacció
 En aquest cas la hamiltoniana serà una certa funció H(~xb, ~pc, t) i les equacionsde Hamilton ens donen:
 xia =
 ∂H
 ∂pai,
 que es pot substituir a (6.47), amb ~ǫ = ~φ = 0 i tenim:
 x′ia = xia + V j
 (
 1
 c2xaj
 ∂H
 ∂pai− t′ δi
 j
 )
 − τ∂H
 ∂pai+ O(2) . (6.56)
 Per obtenir les quatre funcions generatrius que falten pel mateix mètode que al’apartat (6.4.1), hem de comparar aquesta expressió amb la primera de les (6.15).Per al cas ~V = 0, resulta obvi que la funció generatriu de les translacions tempo-rals infinitesimals és la mateixa hamiltoniana −H(~xb, ~pc), que no podrà dependreexplícitament de t perquè, com que és la funció generatriu d’una transformació desimetria, ha de ser una constant del moviment.
 Per a les transformacions de Lorentz pures, ~V 6= 0, la integració ja no és òbvia,excepte per a la contribució del terme amb δi
 j de (6.56). Així, posarem:
 Kj = −t Pj +K0j (~xb, ~pc) , (6.57)
 on Pj és el moment lineal total i K0j és una solució del sistema diferencial:
 ∂K0j
 ∂pai=
 1
 c2xaj
 ∂H(~xb, ~pc)
 ∂pai. (6.58)
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 En qualsevol cas, les deu funcions generatrius —les sis conegudes i les quatreque queden per determinar— han de complir les relacions de Poisson de l’àlgebrade Poincaré (6.38).
 D’aquí que ens poguem plantejar el problema a la inversa. Un sistema ha-miltonià relativista de N partícules en interacció vindrà determinat per les deufuncions generatrius de l’àlgebra de Poincaré, és a dir, deu funcions de l’espai fàsicque satisfacin els parèntesis de Poisson (6.38). En la instant form sis d’aquestesfuncions: Pi i Ji , tenen la forma senzilla (6.48) i (6.50), que compleix òbviamentels parèntesis de Poisson (6.38) en què solament apareixen elles i reben el nom defuncions generatrius cinemàtiques.
 La resta de parèntesis de Poisson ens donen equacions sobre les incògnites H iKl, anomenades funcions generatrius dinàmiques. Alguns d’aquests parèntesis dePoisson
 H,Pi = 0 H, Ji = 0 , i Ki, Jj = ǫ lij Kl
 ens diuen que H és una funció triescalar invariant per translacions i que ~K sóntres funcions que formen un trivector. Mentre que la resta:
 H,Ki = −Pi Pi,Kj = −Hc2δij , Ki,Kj = − 1
 c2ǫ lij Jl (6.59)
 són condicions de compatibilitat sobre la dinàmica.Notem, però, que (6.58) i (6.59) constitueixen un sistema diferencial en deri-
 vades parcials. Per trobar-ne la solució, primer s’ha de completar el sistema totafegint-hi les condicions de compatibilitat que resulten de la igualtat de les de-rivades creuades de les incògnites. Es demostra que el sistema complet és moltrestrictiu i l’única solució que admet és la que correspon a un sistema de partículeslliures.
 Aquest resultat es coneix com a teorema de no-interacció i estableix que:
 Si un sistema relativista de partícules admet una descripció hamil-toniana i les coordenades de posició (simultànies) de les partícules sóncoordenades canòniques, llavors es tracta d’un sistema de partículeslliures.
 A conseqüència d’aquest teorema, la dinàmica relativista de partícules en in-teracció directa ha de renunciar a un dels dos components de la hipòtesi. Enl’enfocament que resumim tot seguit, anomenat manifestament predictiu, t és eltemps coordenat d’un sistema de referència inercial i les coordenades de l’espai deles fases són les posicions i les velocitats de les partícules en l’instant t, però nosón coordenades canòniques d’un possible formalisme hamiltonià.
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 6.6 Sistemes predictius invariants pel grup dePoincaré
 Considerem un sistema aïllat de N partícules puntuals en interacció mútua.Suposarem que la llei del moviment de les partícules segons un sistema de referènciainercial S qualsevol ve donada per un sistema diferencial ordinari de segon ordre
 dxia
 dt= vi
 a,dvi
 a
 dt= µi
 a(xjb, v
 kc ), (6.60)
 (i, j, k = 1, 2, 3; a, b, c = 1, 2, 3, · · · , N). A conseqüència de la invariància relati-vista, les 3N funcions µi
 a tenen la mateixa forma en tots els sistemes de referènciainercial. A més, la invariància sota translacions temporals implica que aquestesfuncions no depenguin explícitament del temps, és a dir, el sistema és autònom.
 Però amb això no n’hi ha prou per tenir invariància relativista. La integralgeneral del sistema xi
 a = ϕ(xjb0, v
 kc0; t) ens diu com es mou cada partícula a partir
 d’unes condicions inicials xjb0, v
 kc0 a t = 0 (sotmeses a l’única restricció que ~v2
 a0 <c2).
 Per a cada conjunt admissible de condicions inicials les N línies d’univers deles partícules tindran les equacions paramètriques
 x4a(t) = ct, xi
 a(t) = ϕia(xj
 b0, vkc0; t) . (6.61)
 La invariància relativista també implica que el grup de Poincaré deixa invariantaquest conjunt de línies d’univers. Precisem-ho una mica més. En un altre sistemade referència inercial S′, relacionat amb S per la transformació de Poincaré Lµ
 ν ,les línies d’univers de les partícules es transformaran en:
 ct′ = L4′4 [ct−A4] + L4′
 l [ϕla(xj
 b0, vkc0; t) −Al]
 xj′
 a = Lj′4 [ct−A4] + Lj′
 l [ϕla(xj
 b0, vkc0; t) −Al] . (6.62)
 La primera ens dóna t′ = f ′(xjb0, v
 kc0; t), que, un cop aïllat t i substituït a la segona,
 ens dóna:xi′
 a = ψia(xj
 b0, vkc0; t
 ′) .
 Però, com que en el sistema inercial S′ la llei del moviment és formalment lamateixa que en el sistema S, aquestes N trajectòries han de coincidir amb les quedonaria la integral general per a unes dades inicials transformades xj′
 b0, vk′
 c0, quedependran de les condicions inicials en S i la transformació de Poincaré que passad’un sistema de referència a l’altre:
 xi′
 a0 = f ia(xj
 b0, vkc0, L
 µν) , vi′
 a0 = gia(xj
 b0, vkc0, L
 µν) .
 En conseqüència, per a tot t i per a qualsevol transformació del grup de Poincaré,s’haurà de complir que:
 ϕia
 (
 xj′
 b0, vk′
 c0;L4′
 4 [ct−A4] + L4′
 l [ϕla(xj
 b0, vkc0; t) −Al]
 )
 =
 Li′
 4 [ct−A4] + Li′
 l [ϕla(xj
 b0, vkc0; t) −Al] . (6.63)
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 Aquesta condició implica una restricció força severa sobre la forma de les funcionsacceleració µi
 a(xjb, v
 kc ) admissibles.
 Una manera senzilla de trobar la forma d’aquesta restricció consisteix a cons-truir els generadors dinàmics del grup de Poincaré H i Ki. Per això farem servirels resultats de la secció (6.5), amb l’excepció que ara hem de considerar l’acciódel grup sobre l’espai de les condicions inicials, donat per (~xa, ~va; t), en comptesde l’espai de les fases. Així, per a una transformació de Poincaré infinitesimal, larelació (6.47), posant t′ = 0 i ~xa(0) = ~va, implica que:
 ~x′a = ~xa +
 [
 1
 c2~V · ~xa − τ
 ]
 ~va + +~φ× ~xa + O(2) . (6.64)
 Mentre que si derivem (6.47) respecte a t′ i substituïm ~xa(0) = ~µa, dóna:
 ~v′a = ~va +
 [
 1
 c2~V · ~xa − τ
 ]
 ~µa +1
 c2(~V · ~va)~va − ~V + ~φ× ~va + O(2) . (6.65)
 Si ara usem la relació (6.21), aquestes dues últimes relacions de transformació enspermeten de trobar els generadors infinitesimals del grup de Poincaré. Així tenimels generadors cinemàtics
 Pi = −N∑
 b=1
 ∂
 ∂xib
 , Ji =
 N∑
 b=1
 (~xb × ~∇~x + ~vb × ~∇~v)i (6.66)
 i els generadors dinàmics
 H = −N∑
 b=1
 3∑
 j=1
 (
 vjb
 ∂
 ∂xjb
 + µjb
 ∂
 ∂vjb
 )
 (6.67)
 Ki = −N∑
 b=1
 3∑
 j=1
 (
 −xbivjb
 ∂
 ∂xjb
 +(
 δji − vj
 bvbi − xbiµjb
 ) ∂
 ∂vjb
 )
 . (6.68)
 De demanar que les relacions de commutació entre parelles d’aquests gene-radors siguin les relacions (6.44) del grup de Poincaré, s’arriba a les següentsequacions diferencials que han de complir les funcions µ.Si considerem les relacions de commutació entre un generador cinemàtic i un dedinàmic obtenim:
 N∑
 b=1
 ∂µia
 ∂xjb
 = 0 ,
 N∑
 b=1
 ǫklj
 (
 xjb
 ∂µia
 ∂xkb
 + vjb
 ∂µia
 ∂vkb
 )
 = ǫilsµsa . (6.69)
 I per les relacions de commutació entre dos generadors dinàmics obtenim:N∑
 b=1
 3∑
 k=1
 (
 vkb (xbj − xaj)
 ∂µia
 ∂xkb
 +[
 vkb vbj + µk
 b (xbj − xaj) − δkj
 ] ∂µia
 ∂vkb
 )
 =
 2µiavaj + vi
 aµaj . (6.70)
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 Aquestes condicions diferencials sobre les funcions µia són les condicions neces-
 sàries i suficients7 perquè el sistema (6.60) sigui un sistema invariant Poincaré igaranteix que es compleix (6.63).
 El primer conjunt és molt fàcil de satisfer: n’hi ha prou que les funcions ac-celeració µi
 a solament depenguin de les posicions relatives i es transformin coma vectors de R
 3 sota el grup de rotacions. La resta de condicions (6.70) són nolineals i, per tant, molt més difícils d’integrar. De fet, de solucions que tinguininterès físic només se’n coneixen de pertorbatives.
 7S’anomenen condicions de Currie-Hill i la demostració que són necessàries pot trobar-se aCurrie, D. C., Phys. Rev. 142, p. 817 (1966). Hill, R. N., J. Math. Phys. 8, p. 201 (1967)i la suficiència a Bel, Ll., Ann. Ins. Poincaré 12, p. 307 (1970).

Page 162
                        

164 Capítol 6. Dinàmica relativista: partícules en interacció†

Page 163
                        

Capítol 7
 Dinàmica relativista de mediscontinus†
 En una descripció microscòpica del moviment d’un medi material hauríem deseguir què li passa a cada partícula component, a la seva massa, a la càrrega, alseu moment lineal, al seu moment angular: l’orbital i l’intern, quines són les forcesque actuen sobre cada partícula, etc.
 En comptes d’això, en l’enfocament macroscòpic que prendrem aquí ens in-teressarem pel que passa, en mitjana, dins d’un element de volum ∆V , prou petitperquè valgui l’aproximació al continu, i al mateix temps prou gran de maneraque contingui un gran nombre de partícules i valgui l’aproximació estadística. Lesvariables rellevants a la descripció macroscòpica seran densitats i densitats de cor-rent de magnituds físiques, com ara el nombre de partícules, la massa, la càrrega,l’energia, el moment lineal, etc.
 Per obtenir les característiques generals d’aquestes variables macroscòpiques itambé de la forma de les lleis generals de la dinàmica, ens basarem en un medimolt senzill, un gas de partícules que solament interaccionen per xoc. La formad’aquestes lleis generals resultarà ser vàlida per a altres tipus de medis continusmés complexos. El diagrama de la pàgina següent il.lustra aquesta manera de fer.
 7.1 Lleis de conservació macroscòpiques
 El medi continu que considerarem serà un gas enrarit de partícules que nomésinteraccionen xocant entre elles. Les seves línies d’univers són poligonals, ambtrams rectes, on els canvis de direcció i velocitat es produeixen en els instants(molt curts) en què una partícula xoca amb una altra. No ens importarà que elsxocs puguin ser inelàstics, i que canviï la naturalesa i el nombre de les partículesque hi intervenen. El que sí que suposarem és que en tots els xocs
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 Lleis de conservació macroscòpiques.
 Variables macroscòpiques:Densitats i densitats de flux de: massa pròpia, càrrega,quadrimoment lineal i angular, spin, etc.
 Variables microscòpiques:
 Massa, càrrega, quadrimoments lineal i angular, spin, etc.
 Dinàmica de partícules: (xocs)
 Lleis de conservació microscòpiques.
 Descripció
 microscòpica
 Descripció
 macroscòpica
 es conserva el quadrimoment lineal total i també el quadrimoment angular total:(
 ∑
 a
 pµa
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 pµb
 )
 D
 , (7.1)
 (
 ∑
 a
 jµνa
 )
 A
 =
 (
 ∑
 b
 jµνb
 )
 D
 , (7.2)
 on pµa = mau
 µa i jµν
 a = xµap
 νa−xν
 apµa +sµν
 a —equacions (5.9), (5.68). Els subíndexsA i D indiquen «abans» i «després» del xoc, respectivament.
 Com ja hem dit, en la descripció macroscòpica no ens interessarem pels valorsindividuals pµ
 a i jµνa sinó per les variables col.lectives com ara la densitat i la
 densitat de corrent d’aquestes magnituds.En els canvis de sistema de referència, la densitat d’una magnitud i la seva
 densitat de corrent no es transformen independentment l’una de l’altra, sinó queapareixen mesclades en les lleis de transformació. És per aquesta raó que, en elformalisme quadridimensional de l’espaitemps, formen part d’un mateix objecte
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 1A
 x4
 2A
 nA
 1D
 2D
 mD
 ...
 ...
 D
 Figura 7.1. Transport de diverses magnituds físiques per les partícules constituents, ambentrada i sortida a D
 tensorial. En tenim un exemple en el quadricorrent electromagnètic, jµ = (~, ρc),que integra en un mateix quadrivector la densitat de càrrega elèctrica ρ i la densitatde corrent elèctric ~ (vegeu la secció 8.2).
 7.2 Conservació del quadrimoment lineal
 Considerem un domini acotat D de l’espaitemps de MinkowskiM4 amb frontera∂D. Aquesta serà travessada per les línies d’univers d’algunes de les partículesconstituents del medi: unes cap dins de D i d’altres cap a fora (vegeu la figura7.1). En travessar ∂D cada partícula transporta el seu quadrimoment lineal. Comque en l’interior del domini els únics canvis del pµ
 a individual es produeixen en elsxocs, i en aquests es conserva el Pµ total, el quadrimoment lineal total que entraa D a través de ∂D ha de ser igual al que en surt. Podem escriure aquesta llei deconservació global en l’interior de D com a:
 ∑
 ∂Dpµ
 a σa = 0 . (7.3)
 La suma és sobre totes les línies d’univers que tallen ∂D i σa = ±1 segons si lalínia entra a D o en surt, respectivament. És a dir:
 El flux net de quadrimoment lineal (respectivament de quadrimo-ment angular) a través de la frontera ∂D de qualsevol domini de l’es-paitemps és nul.
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 7.2.1 El tensor d’energia-moment
 Per avaluar el flux de quadrimoment lineal a través d’una hipersuperfície co-mençarem pel cas senzill d’un bocí d’hiperplà que passa pel punt z, que denotaremper Σ(λ), amb equació implícita
 nα(xα − zα) = 0 .
 La direcció ortogonal a l’hiperplà és constant i està indicada per nα, noteu que nol’hem agafat unitari, i el paràmetre λ definit per:
 ∫
 Σ(λ)
 d3Σµ = λnµ (7.4)
 és una mesura de l’extensió del tros d’hiperplà.Denotarem per Pµ[z,Σ(λ)] el flux de quadrimoment lineal que travessa Σ(λ)
 en el sentit de nµ i definirem la densitat de flux de quadrimoment lineal prop delpunt z en la direcció nµ d’acord amb:
 pµ(z, nρ) = limλ−→0
 1
 λPµ[z,Σ(λ)] . (7.5)
 De la mateixa definició resulta que, si k és un escalar:
 pµ(z, knρ) = k pµ(z, nρ) . (7.6)
 En efecte, si substituïm nµ per n′µ = knµ, com a conseqüència de (7.4), tenim
 Σ(λ) = Σ′(λ′) amb λ′ = λ/k. Per tant, en aplicar la definició (7.5) resulta:
 pµ(z, knρ) = limλ′−→0
 1
 λ′Pµ[z,Σ′(λ′)] = lim
 λ−→0
 k
 λPµ[z,Σ(λ)] = k pµ(z, nρ) .
 La relació (7.6) ens diu que pµ(z, nρ) és una funció homogènia de primer graude les quatre variables nρ. Tot seguit veurem que, a més, en depèn linealment. Ésa dir, es pot expressar com a:
 pµ(z, nρ) =1
 cT µρ(z)nρ .
 Per demostrar-ho, considerarem una tètrada ortonormal eµ(1), e
 µ(2), e
 µ(3), e
 µ(4) i
 la base dual corresponent: θ(1)µ , θ(2)µ , θ
 (3)µ , θ
 (4)µ . És obvi que:
 θ(α)µ = ηαβ ηµν e
 ν(β) .
 Denotarem per Π(γ) l’hiperplà ortogonal a θ(γ)µ que passa pel punt z, amb
 equació implícita:θ(γ)
 µ (xµ − zµ) = 0
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 eµ(1)
 eµ(4)
 eµ(2)
 Σ
 z
 z′
 Π(1)
 Π(2)
 Π(4)
 Figura 7.2. Símplex en l’espaitemps (eµ(4)
 és la direcció temporal i una de les direccionsespacials s’ha suprimit)
 i denotarem per Σ(λ) l’hiperplà ortogonal a nµ que passa per un punt z′ propera z que no està contingut en cap dels hiperplans Π(γ). Així, els cinc hiperplansΠ(1), Π(2), Π(3), Π(4) i Σ delimiten un «pentàedre» R d’espaitemps amb vèrtex az (vegeu la figura 7.2), el que constitueix un símplex de l’espaitemps.
 Les cares de R són «tetràedres» (símplexs tridimensionals) que, orientats capa fora, en defineixen la frontera ∂R. Si Σ(λ) és la cara ortogonal a nµ, llavors λnµ
 serà el covector d’hipersuperfície corresponent i el paràmetre λ serà més petit commés a prop de z estigui z′. Els covectors hipersuperfície corresponents a les altrescares seran:
 l(γ) θ(γ)ρ per a la cara Π(γ) , γ = 1, 2, 3, 4.
 On no hi ha suma per a γ i el coeficient l(γ) depèn de λ. Per trobar-ne la relació,apliquem el teorema de Gauss (vegeu l’apèndix B.2) per al domini R i els quatrecamps constants: Aµ(x) = δµ
 α, on α pren un valor fix arbitrari entre 1, 2, 3, 4, iobtenim:
 0 =
 ∫
 ∂Rδµα d
 3Σµ = λnα +
 4∑
 γ=1
 l(γ) θ(γ)α ,
 que, si projectem sobre cada eα(β), dóna:
 l(β) = −λnα eα(β) , β = 1, 2, 3, 4. (7.7)
 Aplicant ara la llei de conservació del quadrimoment lineal (7.3) al domini R,arribem a:
 ∑
 ∂Rpµ
 a σa = −Pµ[z′,Σ(λ)] −4∑
 γ=1
 Pµ[z,Π(γ)(l(γ))] = 0 ,
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 on Pµ[Σ(λ)] i Pµ[Π(γ)(l(γ))] donen els fluxos a través de Σ(λ) i Π(γ)(l(γ)), respec-
 tivament, en els sentits indicats per nµ i θ(γ)µ . (El signe − és degut al fet que ∂R
 està orientada cap a fora i σa = −1 quan la línia d’univers surt.)Si dividim per λ i prenem el límit z′ −→ z (per tant, λ −→ 0) i tenim en
 compte (7.7), arribem a:
 pµ(z, nρ) +4∑
 γ=1
 pµ(z,−nν eν(γ) θ
 (γ)ρ ) = 0 ,
 que, si apliquem (7.6) al segon terme (amb k = −nν eν(γ) i θ(γ)
 ρ en comptes de nρ),es pot posar també així:
 pµ(z, nρ) =1
 cT µν(z)nν amb T µν(z) ≡ c
 4∑
 γ=1
 eν(γ) p
 µ(z, θ(γ)ρ ) . (7.8)
 Com que pµ(z, nρ) és el resultat de sumar els quadrimoments individuals, és ellmateix un quadrivector, qualsevulla que sigui nρ, i del criteri de tensorialitat —apartat A.1.6 de l’apèndix A—, se segueix que T µν(z) és un tensor 2-contravariant,que s’anomena tensor d’energia-moment del medi en el punt z.
 7.2.2 Llei de conservació local
 Per avaluar el flux de quadrimoment lineal a través d’una hipersuperfície qual-sevol sumarem els fluxos infinitesimals a través de cada element d’hipersuperfície
 d3Pµ =1
 cT µν(z) d3Σν(z)
 per a cada punt z ∈ Σ. El flux total a través de Σ és:
 Pµ(Σ) =1
 c
 ∫
 Σ
 T µν(z) d3Σν(z) . (7.9)
 En particular, per a la frontera ∂D d’un domini de l’espaitemps, i d’acord amb(7.3), tenim que:
 ∫
 ∂DT µν d3Σν = 0 , (7.10)
 que, per aplicació del teorema de Gauss, ens porta a:∫
 D∂νT
 µν d4x = 0 (7.11)
 per a qualsevol domini D amb frontera de l’espaitemps. Aquesta igualtat noméses pot satisfer si es compleix:
 ∂νTµν = 0 (7.12)
 que és la forma local de la llei de conservació del moment lineal.
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 Σ(1)
 Σ(2)
 Σlat
 ct
 D
 Figura 7.3. Cilindre d’espaitemps D usat en la demostració de la conservació del quadri-moment lineal total
 7.2.3 Conservació del quadrimoment lineal total
 Suposem ara que, en un sistema de referència K i per a t1 ≤ t ≤ t2, el mediestà confinat en una regió afitada de l’espai: per a algun valor de R prou gran, elmedi està contingut dins l’esfera de radi R:
 per a |~x| ≥ R i ct1 ≤ x4 ≤ ct2 ; T µν(xρ) = 0 . (7.13)
 Considerem el domini D de l’espaitemps delimitat per (vegeu la figura 7.3):
 (a) les bases: Σ(a) ≡ |~x| ≤ R , x4 = cta , a = 1, 2, orientades cap al futur(apèndix B):
 d3Σ(a)µ = (0, 0, 0, d3x) (7.14)
 (b) i l’hipercilindre: Σlat ≡ |~x| = R , ct1 ≤ x4 ≤ ct2.
 La frontera de D és: ∂D = Σ(2) −Σ(1) + Σlat. (L’orientació cap a l’exterior deD implica prendre Σ(1) orientada cap al passat, i d’aquí el signe −).
 Si apliquem (7.10) a aquest domini, tindrem:∫
 Σ(2)
 T µν d3Σν −∫
 Σ(1)
 T µν d3Σν +
 ∫
 Σlat
 T µν d3Σν = 0 .
 A causa de la condició de confinament (7.13), T µν = 0 sobre Σlat i aleshores latercera integral s’anul.la. Si ara tenim en compte (7.14), l’expressió anterior ensporta a:
 ∫
 |~x|≤R
 T µ4(~x, ct2) d3x =
 ∫
 |~x|≤R
 T µ4(~x, ct1) d3x , (7.15)
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 que, si tenim en compte (7.13), implica que el quadrimoment lineal total:
 Pµ(t) ≡∫
 R3
 1
 cT µ4(~x, ct) d3x (7.16)
 no depèn de t, és a dir, es conserva.
 7.2.4 Lleis de transformació
 L’expressió (7.16) que dóna el quadrimoment lineal total en un sistema dereferència K es pot posar també així:
 Pµ =1
 c
 ∫
 Σ
 T µν(x) d3Σν ,
 on Σ és un hiperplà format per esdeveniments simultanis segons K. Veurem aracom, en el cas que el medi compleixi la condició de confinament, el quadrimomenttotal Pµ és un quadrivector.1
 Per a un altre sistema de referència K′, el quadrimoment lineal és:
 Pµ′
 =1
 c
 ∫
 Σ′
 T µ′ν′
 (x′) d3Σν′ , (7.17)
 on Σ′ és un hiperplà format per esdeveniments simultanis segons K′. Per la llei deconservació (7.15), que val en tots dos sistemes de referència, podem escollir Σ iΣ′ com més convingui, de manera que la seva intersecció caigui en la regió en quèT µν(x) és nul.
 Si ara considerem el domini D delimitat per les bases oblíqües Σ, Σ′ i l’hiper-cilindre Σlat, tindrem que (vegeu la figura 7.4): ∂D = Σ′ − Σ + Σlat. Per (7.10),la integral
 ∫
 ∂D Tµν d3Σν valdrà 0 i, a causa de la condició de confinament (7.13)
 també serà nul.la la integral sobre Σlat. Si usem les coordenades de K, podremescriure que:
 ∫
 Σ′
 T µν(x) d3Σν =
 ∫
 Σ
 T µν(x) d3Σν = cPµ . (7.18)
 D’altra banda, pel caràcter tensorial de T µν i de d3Σν i usant les coordenades deK, podem posar:
 T µ′ν′
 (x′) d3Σν′ = Λµ′
 ρ Tρν(x) d3Σν(x) ,
 que substituïda en (7.17) i tenint en compte (7.18) ens porta a:
 Pµ′
 = Λµ′
 ρ Pρ . (7.19)
 1Notem que no es tracta d’una qüestió trivial ja que, si bé tant T µν com d3Σν són tensors,el domini d’integració és diferent per a cada sistema de referència.
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 Σ
 Σ′
 ΣlatD
 Figura 7.4. Cilindre oblic D d’espaitemps usat en la demostració del caràcter vectorialde Pµ
 Convé remarcar la importància de la condició de confinament (7.13) en ladeducció de (7.15) i de (7.18). Si T µν no s’anul.la a partir d’una certa distància,o si no satisfà una condició de decreixement com ara:
 lim|~x|−→∞
 |~x|2 T µν(~x, x4) = 0 (7.20)
 que permeti anul.lar per a R −→ ∞ les integrals a Σlat i a Σlat, el quadrimomentlineal total Pµ possiblement no es conservarà ni serà un quadrivector.2
 7.3 El moment angular
 De manera semblant a com en la secció anterior hem desenvolupat les conse-qüències de la llei de conservació (7.1) del quadrimoment lineal, ara aprofundiremen la llei de conservació del moment angular (7.2). Enunciarem els resultats sensedetalls perquè la deducció és totalment paral.lela a la de la secció anterior.
 Es defineix el quadricorrent de moment angular Mµνλ de manera que el mo-ment angular que travessa la hipersuperfície d’espaitemps Σ és:
 Jµν(Σ) =
 ∫
 Σ
 Mµνλ(x) d3Σλ(x) . (7.21)
 L’antisimetria del moment angular de cada partícula, jµνa = −jνµ
 a , implica queMµνλ = −Mνµλ . La llei de conservació local del moment angular és:
 ∂λMµνλ = 0 . (7.22)
 2La condició (7.20) és la forma típica per al cas que el medi continu és un camp (en la secció11.1 s’estudia la radiació electromagnètica i allà precisament no es compleix).
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 Si se satisfà la condició de confinament (7.13), llavors el moment angular total
 Jµν ≡∫
 R3
 Mµν4(~x, ct) d3x (7.23)
 no depèn de t i, a més, es transforma com un tensor 2-contravariant antisimètric.
 7.3.1 Moment angular orbital i spin
 El procediment per definir el quadricorrent Mµνλ(z) és semblant al seguit peral tensor d’energia-moment en l’apartat 7.2.1. Es parteix de la densitat de flux demoment angular a prop de l’esdeveniment z en la direcció nρ:
 jµν(z, nρ) = limλ−→0
 1
 λJµν [z,Σ(λ)] , (7.24)
 onJµν [z,Σ(λ)] =
 ∑
 a
 jµνa σa
 és el moment angular total que travessa el bocí d’hiperplà Σ(λ) en la proximitatde z (la suma és sobre totes les línies d’univers que tallen Σ(λ)). I com en l’apartat7.2.1, es té:
 Mµνλ(z)nλ = jµν(z, nρ) . (7.25)
 Si utilitzem la descomposició (5.68) en moment angular orbital i spin per acada partícula:
 jµνa = xµ
 apνa − xν
 apµa + sµν
 a ,
 la substituïm a (7.24), i tenim en compte (7.2.1) i que xa −→ z per a λ −→ 0,obtenim:
 jµν(z, nρ) = zµpν(z, nρ) − zνpµ(z, nρ) + sµν(z, nρ) , (7.26)
 on la notació és òbvia i sµν(z, nρ) és la densitat de flux de spin.Per un raonament anàleg al de l’apartat 7.2.1, les expressions (7.25) i (7.26)
 ens porten a la següent descomposició del tensor Mµνλ:
 Mµνλ =1
 c(xµT νλ − xνT µλ) + Sµνλ , (7.27)
 on Sµνλ és el quadricorrent de spin i la resta el quadricorrent de moment angularorbital.
 En termes d’aquests dos components, l’equació de continuïtat (7.22) es potposar així:
 ∂λSµνλ +
 1
 c(T νµ − T µν) = 0 . (7.28)
 Si per alguna raó es conserven per separat l’spin i el moment angular orbital,tenim:
 ∂λSµνλ = 0 i T µν = T νµ .
 Així, si les partícules del gas del nostre model no tenen spin, T µν és simètric.
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 7.4 El tensor d’energia-moment de Belinfante
 El model de gas ens ha servit de vehicle per introduir les variables dinàmiquesmacroscòpiques i les lleis de conservació locals (7.12) i (7.22). Tanmateix, aquestmateix esquema val també per a medis continus d’altres classes, com per exempleel camp electromagnètic i el tensor d’energia-moment estudiat a la secció 8.5.
 En aquesta secció deixarem de banda momentàniament el model de gas i unmedi continu serà qualsevol sistema descrit pels tensors d’energia-moment T µν ide moment angular Mµνλ, que satisfan les lleis de conservació locals:
 ∂λ Tµλ = 0 ∂λM
 µνλ = 0 .
 El moment lineal total del medi i el moment angular total són donats per (7.16) i(7.23).
 Es planteja ara la pregunta següent: estan unívocament determinades les va-
 riables dinàmiques T µν i Mµνλ? O, a la inversa: ¿existeixen altres variables∗T µν
 i∗Mµνλ tals que:
 (i) satisfacin les lleis de conservació (7.12) i (7.22), i
 (ii) donin el mateix contingut en moment lineal i moment angular totals queT µν i Mµνλ?
 La resposta és que sí. Tot seguit construirem el tensor d’energia-moment si-
 mètric,∗T µν , també anomenat de Belinfante, que, en el sentit que ara acabem
 d’indicar, és equivalent a les variables T µν i Mµνλ de partida.Per començar introduirem el tensor:
 Wµνλ ≡ 1
 2(Sµνλ + Sµλν − Sνλµ) (7.29)
 que és antisimètric en els dos primers índexs. Si invertim aquesta relació podemaïllar el tensor quadricorrent de spin:
 Sµνλ = Wλνµ −Wλµν , (7.30)
 que, substituïda en la llei de conservació (7.28), dóna:
 ∂λWλνµ − ∂λW
 λµν +1
 c(T νµ − T µν) = 0 ,
 és a dir, el tensor:∗T
 µν = T µν − c∂λWλνµ (7.31)
 és simètric.
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 L’anomenarem tensor d’energia-moment de Belinfante, i la seva definició entermes de les variables T µν i Sµνλ de partida és:
 ∗T
 µν ≡ T µν − c
 2(∂λS
 λνµ + ∂λSλµν − ∂λS
 νµλ) . (7.32)
 Prendrem també com a tensor quadricorrent de moment angular:
 ∗M
 µνλ ≡ 1
 c(xµ
 ∗T
 νλ − xν∗T
 µλ) = Mµνλ + ∂ρ[Wρλµxν −W ρλνxµ] . (7.33)
 Un medi descrit per aquestes variables,∗T µν i
 ∗Mµνλ, satisfà les lleis de conser-
 vació locals. En efecte, d’una banda ∂λ
 ∗M µνλ = 0 perquè
 ∗T µν és simètric, i de
 l’altra,
 ∂ν
 ∗T
 µν = ∂νTµν − c∂ν∂λW
 λνµ
 que és nul gràcies a (7.12) i a l’antisimetria de Wλνµ en els dos primers índexs.
 Si ara mirem la diferència entre els quadrimoments lineals totals, Pµ i∗P µ,
 associats respectivament a T µν i a∗T µν , de (7.16) i de (7.31), tenim:
 Pµ−∗P
 µ = limR−→∞
 ∫
 |~x|≤R
 ∂iWi4µ(~x, x4)d3x ,
 on hem tingut en compte queW 44µ = 0 per antisimetria. Per aplicació del teoremade Gauss, si x és el vector unitari normal a l’esfera de radi R, podem posar:
 Pµ−∗P
 µ = limR−→∞
 ∫
 θ,φ
 d2Ω(θ, φ)R2 xiWi4µ(~x, x4)
 que és zero sempre que Si4µ satisfaci una condició de confinament del tipus (7.13)o, alternativament, la menys restrictiva (7.20) amb n = 2 .
 De manera semblant, de (7.33) podem comparar els moments angulars totals
 associats a Mµνλ i a∗Mµνλ:
 Jµν−∗J
 µν = limR−→∞
 ∫
 |~x|≤R
 d3x∂i(Wi4µxν −W i4νxµ)
 i per aplicació del teorema de Gauss, el segon membre es pot posar com a:
 limR−→∞
 ∫
 θ,φ
 d2Ω(θ, φ)R2 xi (W i4µxν −W i4νxµ)
 que es zero sempre que Si4µ compleixi una condició de decreixement a l’infinit deltipus (7.20) amb n = 3 .
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 7.5 Dinàmica newtoniana de medis continus
 En aquesta secció estudiarem la dinàmica newtoniana per introduir uns con-ceptes fenomenològics ben establerts que més endavant generalitzarem al cas re-lativista.
 El formalisme desenvolupat fins aquí val també per a la dinàmica newtonianade medis continus, substituint les transformacions de Lorentz per les de Galileupel que fa a la tensorialitat, amb una interpretació lleugerament diferent del tensord’energia-moment. (Recordem que a la secció 5.1 veiem com la llei relativista deconservació de l’energia substituïa la llei newtoniana de conservació de la massainert.) Suposarem, a més, que hem pres un tensor d’energia-moment simètric.
 Així, en la dinàmica newtoniana de medis continus, T i4(~x, ct)/c és la densitatde quantitat de moviment, mentre que T 44(~x, ct) està relacionat amb la densitatde massa, ρ(~x, t) ≡ T 44(~x, ct)/c2. Per la seva banda, T 4i/c és la densitat decorrent de massa. D’acord amb això, el quocient vi(~x, t) ≡ cT i4/T 44 és el campde velocitats del medi —la velocitat mitjana de les partícules constituents en laproximitat del punt ~x en l’instant t. Tindrem doncs:
 T 44 = ρc2 T i4 = T i4 = ρ cvi . (7.34)
 7.5.1 Equacions del moviment. Tensor d’esforços
 Les lleis de conservació locals (7.12) significaran ara: (a) la llei de conservacióde la matèria (µ = 4):
 ∂tρ+ ~∇ · (ρ~v) = 0 , (7.35)
 i (b) la llei de conservació de la quantitat de moviment (µ = i = 1, 2, 3):
 ∂t(ρ vi) + ∂jT
 ij = 0 . (7.36)
 Si integrem ara la segona equació sobre qualsevol volum V de l’espai obtenim,després d’aplicar el teorema de Gauss, que:
 d
 dt
 ∫
 Vρvi d3x = −
 ∫
 ∂VT ij d2Sj . (7.37)
 Els termes d’aquesta equació admeten la interpretació següent: el primer membredóna la variació de quantitat de moviment de la matèria continguda en V i elsegon membre és el flux entrant de quantitat de moviment per unitat de tempsa través de la frontera ∂V . Així −T ijd2Sj dt és el flux de quantitat de movimentque entra a V per l’element de superfície d2Sj en el temps dt, i hi contribueixendues aportacions:
 (a) l’associada a la convecció: −ρvivjd2Sj dt (el signe − és perquè d2Sj s’orientacap a fora) i
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 (b) l’impuls de la força que fa la part del medi de l’exterior de V sobre l’interiora través de la superfície: d2F i dt.
 D’aquí que:−T ijd2Sj dt = −ρvivjd2Sj dt+ d2F i dt
 i, per tant, podem posar:
 d2F i = − tijd2Sj amb tij = T ij − ρvivj . (7.38)
 El tensor tij s’anomena tensor d’esforços i és simètric.En alguns casos convé tenir en compte també forces volúmiques, en què la força
 és proporcional a l’element de volum d3x sobre el qual actua. Aquest és el cas, perexemple, d’un medi de densitat ρ(~x, t) en un camp gravitatori d’intensitat ~g(~x, t) :
 d3 ~F = ρ(~x, t)~g(~x, t)d3x .
 En general la força que actua sobre el volum V és:∫
 Vd3x ~φ(~x, t) ,
 on ~φ és la força per unitat de volum. Si afegim aquesta contribució al segonmembre de (7.37) i usem (7.38), l’equació de balanç del moment lineal s’escriuaixí:
 ∂t(ρ vi) + ∂j(ρv
 ivj + tij) = φi . (7.39)
 7.5.2 Equacions constitutives del medi
 Per descriure el moviment del medi hem de determinar-ne la densitat ρ(~x, t) iel camp de velocitats ~v(~x, t). Les lleis de conservació (7.35) i (7.39) donen quatreequacions diferencials en derivades parcials per a deu incògnites: la densitat, elstres components del camp de velocitats, i el tensor d’esforços (que a causa dela simetria té sis components independents). El problema és, doncs, altamentindeterminat. Això és conseqüència de la incompletesa d’una dinàmica basadanomés en la conservació de la matèria i la quantitat de moviment. (Ni tan solsl’evolució subsegüent al xoc de dues masses puntuals no es pot determinar basant-se només en aquestes lleis de conservació.)
 Per completar el marc genèric que proporcionen les lleis de conservació s’a-fegeixen noves lleis, de tipus fenomenològic, que precisin millor el tipus de medicontinu que estem considerant. Són les equacions constitutives, que fan referènciaa la forma del tensor d’esforços i relacionen tij , que informa de la dinàmica delmedi, amb la densitat ρ i el camp de velocitats ~v, que en descriuen la cinemàtica.Alguns exemples senzills d’equacions constitutives són les dels medis següents:
 Pols La pols es caracteritza perquè les parts contigües del medi no interactuenper contacte, de manera que:
 tij = 0 .
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 Fluid perfecte La força entre parts contigües del medi és perpendicular a lasuperfície de contacte, així:
 tij = p δij ,
 on p(~x, t) és la pressió. Habitualment aquestes equacions constitutives escompleten amb una relació entre la pressió i la densitat, l’equació d’estat.
 Fluid newtonià El tensor d’esforços també té una contribució corresponent a laviscositat:
 tij = (p− λell) δ
 ij + 2µeij ,
 on eij = ∂ivj + ∂jv
 i és el tensor taxa de deformació, µ és el coeficient deviscositat de cisalla i λ+ 2µ/3 és el coeficient de viscositat volúmica.
 Sòlid elàstic El tensor d’esforços depèn linealment del tensor de deformacions.
 7.6 Equacions constitutives. Cas relativista
 La resolució de la dinàmica relativista d’un medi continu consisteix a deter-minar els deu components del tensor d’energia-moment3 a partir del seu valor enun instant inicial: T µν(~x, ct0). Igual que en el cas newtonià, el problema és inde-terminat si només comptem amb les quatre lleis locals de conservació (7.12), pertant, hi hem d’afegir les equacions constitutives del medi.
 Aquestes equacions constitutives relativistes són lleis fenomenològiques i, performular-les, seguirem un mètode ja habitual: postularem la validesa de la lleinewtoniana en un sistema S† comòbil amb el medi i, per mitjà de les lleis tensorialsde transformació, la traduirem al sistema S del laboratori.
 Com que correspon una velocitat diferent a cada punt xν del domini d’espai-temps ocupat pel medi, el sistema comòbil dependrà de xν i el denotarem per S†
 x.És aquell en què uµ†(x†) = (~0, c).
 Així, si suposem vàlida la descomposició newtoniana del tensor d’energia-moment —(7.34) i (7.38)— en el sistema S†
 x, tindrem:
 T 44† = ρ†c2 , T 4i† = T i4† = 0 , T ij† = tij†
 i, en passar al sistema del laboratori:
 T µν(x) = Tαβ†(x†)Lµα† L
 νβ† = ρuµuν + tµν , (7.40)
 on tµν(x) = tij†(x†)Lµi†
 (x)Lνj†(x) és el tensor de tensions relativista i ρ(x) =
 ρ†(x†) és la densitat pròpia. (En dependre S†x del punt, també en dependrà Lµ
 α† .)Notem de passada que el tensor de tensions relativista és simètric i ortogonal
 al camp de velocitat pròpia:
 tµνuν = tij† Lµi†Lν
 j† uν = tij† Lµi†uj† = 0 .
 3S’acostuma a suposar que el tensor és simètric (secció 7.4).
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 En particular, en el cas d’un fluid perfecte tindrem: tij† = p δij i llavors:
 tµν = p δij Lµi†Lν
 j† = p(
 ηµν + η44 Lµ4† L
 ν4†
 )
 = p
 (
 ηµν +1
 c2uµuν
 )
 , (7.41)
 que substituïda en (7.40) ens dóna la forma del tensor d’energia-moment d’un fluidperfecte relativista:
 T µν =(
 ρ+p
 c2
 )
 uµ uν + p ηµν , (7.42)
 on ρ és la densitat pròpia i p la pressió.
 7.6.1 L’equació d’estat
 Tanmateix, aquestes equacions constitutives no són un complement suficientperquè les lleis de conservació (7.12) determinin el moviment posterior del medi.En efecte, si substituïm (7.42) en (7.12), tenim:
 ∂ν
 [(
 ρ+p
 c2
 )
 uµ uν]
 + ηµν∂νp = 0 ,
 de la qual podem separar la part paral.lela a uµ:
 ∂ν(ρuν) +p
 c2∂νu
 ν = 0 (7.43)
 i la part ortogonal a uµ:
 ρuν∂νuµ + ηµν∂νp+
 1
 c2uν∂ν(puµ) = 0 . (7.44)
 Tenim, doncs, quatre equacions per a les cinc incògnites ρ(x), p(x) i uj(x), j =1, 2, 3, i el problema és encara indeterminat.
 L’equació d’estat dóna una relació addicional entre la pressió p i la densitatpròpia ρ, d’una banda, i la densitat pròpia de partícules n, de l’altra. Aquestaequació es formula a partir de suposicions del comportament del medi basadesen el coneixement fenomenològic i termodinàmic que en tinguem, o també es potobtenir per mètodes de teoria cinètica.
 Si complementem les equacions de conservació del quadrimoment lineal (7.43)i (7.44) amb l’equació d’estat i la llei de conservació local del nombre de partícules
 ∂ν(nuν) = 0 (7.45)
 el problema ja és determinat un cop coneguts els valors inicials de les incògnitesuν(~x, 0), ρ(~x, 0), p(~x, 0) i n(~x, 0).
 Exemple 7.1 Casos senzills d’equació d’estat
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 Obtindrem les equacions constitutives i l’equació d’estat per a fluids perfectes endiverses estadístiques: (a) un gas de fotons, (b) un gas fred i (c) un gas de Maxwell-Boltzmann relativista. (Tot i que ometrem el superíndex †, els raonaments quesegueixen es fan en el sistema de referència localment comòbil amb el medi.)
 Recordem que l’element de volum del medi ha de ser petit perquè valgui l’apro-ximació al continu i alhora prou gran perquè el nombre de partícules en el seuinterior sigui gran, de manera que tingui sentit un tractament estadístic. El fetque considerem el sistema localment comòbil amb el medi no implica que el trimo-ment lineal ~k individual de cada partícula hagi de ser nul. És el trimoment linealtotal contingut en l’element de volum el que és 0.
 El nombre de partícules en el volum hexadimensional de l’espai de les fases deli-mitat pels vèrtexs (~x,~k) i (~x+ d~x,~k + d~k) és, en l’instant t:
 P(~x, t;~k) d3xd3k .
 Per simplificar, suposarem que P(~x, t,~k) factoritza en una part que depèn de ~x iuna altra que depèn de ~k:
 P(~x, t,~k) = n(~x, t)N (~k)
 i que, a més, N (~k) està normalitzat:Z
 R3
 d3kN (~k) = 1 ,
 de manera que n(~x, t) és el nombre de partícules per unitat de volum. Suposaremtambé que en el sistema inercial localment comòbil no hi ha cap direcció preferida,per tant, N (~k) només dependrà del mòdul de ~k.
 El quadrimoment lineal total que travessa la superfície d3Σν és d3ΣνTµν/c. Si
 sumem els quadrimoments kµ de totes les línies d’univers que travessen aquestelement d’hipersuperfície, tindrem:
 Cas d3Σν = (0, 0, 0, d3x)
 Tµ4 d3x = cn(~x, t) d3x
 Z
 R3
 d3kN (k) kµ (7.46)
 amb k4 =√k2 +m2c2
 Cas d3Σν = (c dt d2~S, 0)
 Tµν d3Σν = c2n(~x, t) dt d2Si
 Z
 R3
 d3kN (k)kikµ
 √k2 +m2c2
 , (7.47)
 on hem usat que el nombre de partícules del tipus ~k que travessa d2~S entrex4 = ct i x4 = ct+ cdt és:
 n(~x, t)~v(~k) · d2 ~S dt
 amb ~v(~k) = c~k/√k2 +m2c2.
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 D’aquí que, d’acord amb (7.46) i (7.47), podrem posar:
 Tµν = cn(~x, t)
 Z
 R3
 d3kN (k)kµkν
 √k2 +m2c2
 . (7.48)
 Del fet que N (k) no depèn de la direcció de ~k, i per raons d’invariància sotarotacions de la integral anterior, obtenim fàcilment que:
 T 44 = cn(~x, t) 4π
 Z ∞
 0
 dk k2N (k)p
 k2 +m2c2 = ρc2 (7.49)
 T 4i = T i4 = 0
 T ij = cn(~x, t)
 Z
 R3
 d3kN (k)kikj
 √k2 +m2c2
 = p δij . (7.50)
 Així doncs, amb les suposicions que hem fet tenim un fluid perfecte. A més, latraça de (7.48) ens dóna:
 3p− ρc2 = ηµνTµν = −n(~x, t) 4πm2c3
 Z ∞
 0
 dkN (k)k2
 √k2 +m2c2
 , (7.51)
 on hem usat que kµkµ = −m2c2.
 La relació entre p, ρ i n —l’equació d’estat— dependrà de la funció de densitatN (k) en l’espai de moments. A tall d’exemple considerarem els casos següents:
 Gas de fotons Com que m = 0, l’equació (7.51) ens dóna directament l’equaciód’estat: 3p = ρc2 , que és independent de la densitat de probabilitat N (~k).
 Gas fred de partícules amb massa En un gas fred la mitjana de les velocitatsde les partícules és petita i podem fer l’aproximació no relativista |~k|≪mc, iposar:
 p
 k2 +m2c2 ≈ mc+k2
 mc
 que, substituïda a (7.49) i (7.51), dóna respectivament:
 ρc ≈ nmc+4πn
 2mc
 Z ∞
 0
 dkN (k)k4 ,3p
 c− ρc ≈ −nmc+
 4πn
 2mc
 Z ∞
 0
 dkN (k)k4 .
 L’equació d’estat s’obté de restar la primera de la segona:
 3
 2p+ nmc2 ≈ ρc2 .
 Gas de Maxwell-Boltzmann relativista La distribució de Maxwell-Boltzmannrelativista per a un gas de partícules de massa m 6= 0 és:
 N (~k) =µ
 4πm3c3K2(µ)e−µγ (7.52)
 amb
 µ =mc2
 kBTγ =
 1
 mc
 p
 k2 +m2c2 ,
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 kB és la constant de Boltzmann, T la temperatura absoluta i Kn(µ) és lafunció de Bessel modificada de segona espècie.
 Si substituïm (7.52) a (7.49) i (7.51), obtenim respectivament:
 p = nmc2
 µ= nkBT , ρc2 − 3p = nmc2
 K1(µ)
 K2(µ)(7.53)
 i l’equació d’estat és:
 ρc2 = p
 „
 3 + µK1(µ)
 K2(µ)
 «
 .
 Per a un gas molt calent la mitjana de les energies cinètiques de les partículesés gran comparada amb l’energia en repòs i ens podem posar en el límitultrarelativista: mc2≪kBT . Per tant µ≪1 i, si utilitzem les aproximacions:K1(µ) ≈ 1/µ i K2(µ) ≈ 2/µ2, l’equació (7.53) ens dóna l’equació d’estat:
 ρc2 ≈ p
 „
 3 +µ2
 2
 «
 , µ =mc2
 kBT.
 En el límit m → 0 tenim l’equació d’estat ρc2 = 3p, que descriu un gas defotons.
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Capítol 8
 Equacions de l’electrodinàmicaclàssica
 En el capítol 1 ja hem comentat que les equacions de Maxwell en el buit són in-variants sota transformacions de Lorentz. De fet la derivació per Lorentz d’aques-tes transformacions parteix de demanar la validesa de les equacions de Maxwellen tots els sistemes inercials. Dedicarem una part important d’aquest capítol aestudiar aquesta invariància. Això pressuposa donar les lleis de transformació delscamps ~E i ~B i de les densitats de corrent ~ i de càrrega ρ que els produeixen.
 Contràriament a allò que passa amb ~x i t, i amb els operadors ~∇ i ∂t, quesón magnituds cinemàtiques amb unes lleis de transformació ben delimitades perla transformació de Lorentz, postular les lleis de transformació de ~E i ~B no ésimmediat. El significat físic d’aquestes dues magnituds rau en la llei de força deLorentz, que les relaciona amb la força que actua sobre una càrrega en moviment.Resultarà especialment útil el formalisme de l’espaitemps: construirem objectestensorials a partir de les densitats de càrrega i corrent, i dels camps elèctric imagnètic, i donarem les equacions de Maxwell en forma tensorial (o covariant).
 Al llarg del text utilitzarem les unitats del sistema internacional (SI) raciona-litzat. Dedicarem un apèndix del final del capítol per comentar breument l’origendels diversos sistemes d’unitats a l’ús en electrodinàmica.
 8.1 Equacions de Maxwell
 A la secció 1.2.3 ja hem escrit les equacions de Maxwell en el buit (1.10) i(1.11). Tanmateix, per a posteriors utilitzacions ens serà útil començar ara per lesequacions de Maxwell en un medi material:
 ~∇ · ~B = 0 , ~∇× ~E + ∂t~B = 0 , (8.1)
 ~∇ · ~D = ρ , ~∇× ~H − ∂t~D = ~ , (8.2)
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 que relacionen les magnituds: camp elèctric ( ~E), camp magnètic ( ~H), desplaça-
 ment ( ~D) i inducció magnètica ( ~B), referents al camp electromagnètic, amb lesdensitats de càrrega (ρ) i corrent (~).
 Les relacions entre els camps ~E i ~H , i ~D i ~B depenen del medi material is’anomenen equacions constitutives. De fet:
 ~D = ǫ0 ~E + ~P , ~H =~B
 µ0− ~M , (8.3)
 on ~P és la polarització del medi i ~M n’és la magnetització (respectivament, ladensitat de moment dipolar elèctric i de moment dipolar magnètic). ~P depèn de~E, i ~M de ~H . Per als medis més simples, són senzillament proporcionals:
 ~P = χǫ0 ~E , ~M = χm~H ,
 on χ és la susceptibilitat elèctrica i χm és la susceptibilitat magnètica. En aquestcas tindrem:
 ~D = ǫ ~E , ~B = µ ~H (8.4)
 amb: ǫ = (1 + χ)ǫ0 i µ = (1 + χm)µ0. S’anomenen medis lineals i isòtropsperquè les relacions (8.4) són de proporcionalitat directa i no tenen direccionsprivilegiades.1
 En els medis lineals no isòtrops les relacions constitutives tenen la forma:
 Di =∑
 j
 ǫijEj , Bi =∑
 j
 µijHj ,
 on ǫij i µij depenen del medi material.No tots els medis són lineals, en especial pel que fa a la relació entre ~B i ~H .
 En les substàncies ferromagnètiques, a més que aquesta relació no és lineal, elcamp magnètic no determina el valor de la magnetització ~M , sinó que aquestapot dependre de la història prèvia del material.
 En el buit, ~P = ~M = 0 i tenim:
 ~D = ǫ0 ~E i ~B = µ0~H ,
 de manera que les equacions de Maxwell en absència de medis materials són:
 ~∇ · ~B = 0 , ~∇× ~E + ∂t~B = 0 (8.5)
 ~∇ · ~E = ρ/ǫ0 , ~∇× ~B − µ0ǫ0∂t~E = µ0~. (8.6)
 Es tracta d’un conjunt de vuit equacions —dues d’escalars i dues de vectorials—que formen un sistema diferencial en derivades parcials. Les hem escrites separantexpressament dos parells: el primer (8.5) és homogeni i el segon (8.6), no. Mésendavant veurem el paper diferent que té cada parell.
 1En realitat els coeficients ǫ i µ depenen de la resposta del medi material als camps aplicatsi són funció de la freqüència d’aquests camps, com veurem amb més detall en el capítol 13.
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 8.2 Càrregues i corrents
 La compatibilitat de les equacions de Maxwell (8.2) comporta un lligam entreles derivades de les densitats de càrrega ρ i de corrent ~. Si prenem la derivadatemporal de la primera equació i li sumem la divergència de la segona, com que ladivergència d’un rotacional s’anul.la, tindrem l’equació:
 ∂ρ
 ∂t+ ~∇ · ~ = 0 , (8.7)
 que s’anomena equació de continuïtat, i significa físicament la conservació local dela càrrega elèctrica.
 En efecte, si integrem (8.7) en un volum V qualsevol, envoltat per una superfícieS, i utilitzem el teorema de derivació sota el signe integral i el teorema de Gauss,obtenim:
 d
 dt
 ∫
 Vd3xρ(~x, t) = −
 ∫
 Sd2 ~A · ~(~x, t) . (8.8)
 El primer membre és la variació per unitat de temps de la càrrega lliure contingudaen V , mentre que el segon és el flux de càrrega per unitat de temps a través de Scap dins de V . L’equació de balanç (8.8) indica que no hi ha creació de càrrega encap regió V de l’espai.
 Considerem ara el cas físicament interessant d’una distribució de càrrega icorrent confinada en una regió finita de l’espai, és a dir, que existeix un valor Rtal que:
 ρ(~x, t) = 0 i ~(~x, t) = 0 sempre que |~x| ≥ R . (8.9)
 Si escrivim (8.8) prenent per V l’esfera de radi R, el segon membre serà nul, perquè~ s’anul.la sobre la superfície de l’esfera |~x| = R, i arribem a la conservació de lacàrrega total:
 q(t) = constant
 amb
 q(t) =
 ∫
 |~x|≤R
 d3xρ(~x, t) =
 ∫
 R3
 d3xρ(~x, t) . (8.10)
 8.2.1 Forma covariant de l’equació de continuïtat
 Si utilitzem que x4 = ct i introduïm la notació j4 = ρc, l’equació (8.7) es potescriure com a:
 ∂µjµ = 0 . (8.11)
 Si, d’acord amb el principi de relativitat, les equacions de Maxwell en el buittenen la mateixa forma en tots els sistemes de referència inercials, l’equació de con-tinuïtat (8.11) serà invariant. Com que ∂µ és un quadrivector covariant, aquestainvariància ens suggereix que jµ ha de ser un quadrivector (ho demostrem enl’exemple 8.1):
 jν′
 = Lν′
 α jα .
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 Així, les quatre funcions
 jµ(xν) = (~(~x, t), cρ(~x, t)) (8.12)
 formen el quadrivector anomenat quadricorrent elèctric.
 Exemple 8.1 El quadricorrent jµ és un quadrivector
 Si la transformació de Lorentz que relaciona dos sistemes de referència inercials,S i S ′, és xµ′ = Lµ′
 ν xν , l’operador gradient es transforma com a: ∂ν = Lµ′
 ν∂µ′
 (vegeu l’exemple A.6 de l’apèndix A). La llei de transformació de les densitats decàrrega i corrent es podrà expressar com a: jµ = Jµ(jν′
 , ~v), on ~v és la velocitatde S ′ respecte a S . Així, l’equació (8.11) ens porta a:
 Lν′
 µ ∂ν′jα′ ∂Jµ
 ∂jα′ = 0
 que només coincidirà amb l’equació de continuïtat (8.11) a S ′ , si
 Lν′
 µ∂Jµ
 ∂jα′ = K δν′
 α′ , (8.13)
 on K és una constant que només pot dependre de la velocitat relativa ~v. De fettambé podria dependre de jν′
 , però de la mateixa equació (8.13) tenim:
 ∂Jµ
 ∂jα′ = Lµα′ K(~v, jν′
 ) ,
 i la igualtat de les derivades creuades respecte a jν′
 ens portarà a ∂K/∂jν′
 = 0 .
 De la transformació inversa de (8.13) tindrem que K(−~v) = 1/K(~v) , i com que,per causa de la isotropia, K només pot dependre del mòdul de la velocitat relativav = |~v|, arribem a:
 K(−~v) = K(~v) = K(v) ,
 que substituïda en l’equació anterior dóna K(v) = ±1, i si considerem el límit depetites velocitats podem descartar el cas −1.
 8.2.2 La càrrega total és un escalar
 En el mateix supòsit que es compleixi la relació de confinament (8.9), l’equacióde continuïtat implica que la càrrega q és un invariant de Lorentz.
 Considerem la regió Ω4 de l’espaitemps delimitada pels hiperplans:
 x4 = 0 i x4′ ≡ L4′
 νxν = ct′1
 i per l’hipercilindre:|~x| = R , amb R prou gran,
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 x4 = 0
 x4′ = ct′1
 |~x| = R
 Ω4
 Figura 8.1. L’hipercilindre d’espaitemps, Ω4, delimitat per |~x| = R i pels hiperplansx4 = 0 i x4′ = ct′1
 de manera que: segons S la càrrega i el corrent estan confinats en |~x| < R per a0 ≤ x4 ≤ ct1 , i segons S′ ho estan en |~x′| < R′ per a ct′0 ≤ x4′ ≤ ct′1 (vegeu lafigura 8.1).
 Si integrem l’equació de continuïtat covariant (8.11) a la regió Ω4 i apliquemel teorema de Gauss (apèndix B), tindrem:
 ∫
 Σ
 jµ(x)nµ d3Σ = 0 , (8.14)
 on nµ és el vector unitari normal i d3Σ l’element d’hipersuperfície. Σ és la hi-persuperfície que envolta Ω4 i està formada pels dos hiperplans i l’hipercilindreesmentats més amunt. Sobre aquest últim, jµ = 0, i aquesta part no contribuirà ala integral. D’altra banda, sobre l’hiperplà x4 = 0 tenim nµ = (~0,−1) i d3Σ = d3x(hipersuperfície orientada cap a fora), per tant:
 ∫
 x4=0
 jµ(x)nµ d3Σ = −
 ∫
 |~x|≤R
 j4(~x, t) d3x = −c q .
 Finalment, si tenim en compte que jµnµ és un escalar, la integral sobre l’hiperplàx4′
 = ct′1 val:∫
 x4′=ct′1
 jµ(x)nµd3Σ =
 ∫
 x4′=ct′1
 jµ′
 (x′)nµ′d3Σ′ =
 ∫
 |~x′|≤R′
 j4′
 (~x′, t′1)d3x′ = cq′ .
 Substituint aquests resultats en (8.14) arribem a: q = q′.Aquest és un fet contrastat experimentalment: la càrrega elèctrica total no
 depèn de la velocitat. De fet hi ha una càrrega elemental, la de l’electró, de laqual totes les altres són múltiples. S’ha demostrat experimentalment que en valor
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 absolut les càrregues del protó i de l’electró són iguals en una part sobre 1019. Enun àtom la distribució de velocitats d’electrons i protons és molt diferent. En unelement com ara el potassi, per exemple, els electrons poden assolir velocitats de0, 4c, mentre que els protons del nucli estan pràcticament en repòs. La neutralitatd’aquests àtoms abona la invariància de Lorentz de la càrrega elèctrica.
 8.3 El tensor de Faraday
 El significat físic dels camps ~E i ~B està vinculat a la força que actua sobre unacàrrega de prova q situada en el punt ~x i que es mou a una velocitat ~v. La llei deforça de Lorentz:
 ~F = q ( ~E + ~v × ~B) , (8.15)
 que suposarem vàlida en tots els sistemes de referència inercials, és la que ensindicarà com es transformen els camps ~E i ~B en canviar de sistema de referència.
 Com ja hem comentat a la secció 5.4, conèixer el trivector força equival aconèixer el quadrivector força de Minkowski:
 fµ =(
 γ ~F ,γ
 c~v · ~F
 )
 .
 Si hi substituïm (8.15), aquesta quadriforça es pot expressar com a:
 f1 = q (γEx + γvy Bz − γvz By)
 f2 = q (γEy + γvz Bx − γvxBz)
 f3 = q (γEz + γvxBy − γvy Bx)
 f4 =q
 cγ~v · ~E
 i de manera més compacta:fµ = qFµ
 ν uν , (8.16)
 on Fµν és la matriu:
 Fµν =
 0 Bz −By Ex/c
 −Bz 0 Bx Ey/c
 By −Bx 0 Ez/c
 Ex/c Ey/c Ez/c 0
 (8.17)
 Com que la força de Minkowski fµ és un quadrivector qualsevulla que sigui laquadrivelocitat uµ de la càrrega de prova, l’equació (8.16) ens diu que la contraccióde Fµ
 ν amb qualsevol quadrivector temporal uν ha de ser un quadrivector.No podem aplicar directament el criteri de tensorialitat de la secció A.1.6,
 perquè l’afirmació anterior és vàlida només si el quadrivector uν és temporal.Però si tenim en compte la proposició 5 del capítol 4, qualsevol quadrivector tµ
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 es pot posar com a suma de dos vectors tipus temps, tµ = wµ + uµ, i com que larelació (8.16) és lineal, resulta que: Fµ
 νtν és la suma dels dos quadrivectors Fµ
 νwν
 i Fµνu
 ν i, per tant, també és un quadrivector, per a qualsevol tµ.Ara sí, ja podem aplicar el criteri de tensorialitat esmentat per concloure que
 Fµν és un tensor 1-covariant, 1-contravariant.El tensor 2-covariant
 Fµν ≡ ηµαFαν
 s’anomena tensor de Faraday o camp electromagnètic. És totalment antisimètrici, d’acord amb (8.17), els seus components són:
 Fi4 = −F4i =Ei
 cFij = ǫijkB
 k , (8.18)
 on ǫijk és el tensor de Levi-Civita (exemple A.10).Més endavant ens serà útil la relació inversa:
 Ei = cFi4 = −cF4i Bk =1
 2
 ∑
 i6=j
 Fijǫijk . (8.19)
 8.3.1 Transformació dels camps elèctric i magnètic
 El fet que Fµν sigui un tensor 2-covariant ens dóna les lleis de transformaciódels camps ~E i ~B. En efecte, partirem de la relació tensorial:
 Fµ′ν′ = Lαµ′L
 βν′Fαβ
 i estudiarem el cas senzill en què els dos sistemes de referència estan en la configu-ració estàndard i la velocitat relativa és ~v = (v, 0, 0). Amb els components (8.18)i la matriu Lα
 µ′ donada per la matriu inversa de la (2.20), arribem a:
 E′x = Ex
 E′y = γ(Ey − cβBz)
 E′z = γ(Ez + cβBy)
 B′x = Bx
 B′y = γ(By + βEz/c)
 B′z = γ(Bz − βEy/c)
 (8.20)
 La forma general de la transformació de ~E i ~B es pot obtenir de l’equació anteriorsi tenim en compte les descomposicions:
 ~E = ~E‖ + ~E⊥ ~B = ~B‖ + ~B⊥
 i el fet que: ~E‖ = (Ex, 0, 0) i ~E⊥ = (0, Ey, Ez), i una relació anàloga per a ~B.De l’equació (8.20) tenim:
 ~E′‖ = ~E‖
 ~E′⊥ = γ( ~E⊥ + ~v × ~B)
 ~B′‖ = ~B‖
 ~B′⊥ = γ
 (
 ~B⊥ − 1
 c2(~v × ~E)
 )
 (8.21)
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 Si ara ens adonem que qualsevol vector, per exemple ~E, es pot descompondre en~E = ~E⊥ + ~E‖ i tenim en compte que:
 ~E⊥ = − 1
 v2~v × (~v × ~E) i ~E‖ =
 ~E · ~vv2
 ~v ,
 tenim que les equacions de transformació (8.21) es poden posar en la forma méscompacta:
 ~E′ = ~E + γ~v × ~B +1 − γ
 v2~v × (~v × ~E) (8.22)
 ~B′ = ~B − γ
 c2~v × ~E +
 1 − γ
 v2~v × (~v × ~B) . (8.23)
 Per bé que pugui semblar una mica innovador unir ~E i ~B en un sol objectetensorial, no és tan estrany. Una conseqüència d’aquesta interdependència és el fetque, si en un sistema de referència S tenim que la part elèctrica Fi4 6= 0, mentreque la part magnètica Fik s’anul.la, en un altre S′ pot passar que la part magnèticasigui F ′
 ik 6= 0. Aquesta situació és consistent amb el fet que en S només tinguemdensitat de càrrega, j4 6= 0, amb una densitat de corrent nul.la —i així el campmagnètic és nul— mentre que en S′ hi haurà, a més de la densitat de càrregaj4′ = γj4, un corrent de convecció ~ ′ = γj4~v/c que serà la font d’un ~B′ 6= 0.
 8.3.2 Els invariants del camp electromagnètic
 La llei de transformació anterior posa de manifest el que ja hem comentat mésamunt: els camps ~E i ~B no tenen una entitat independent. Un camp puramentelèctric en un sistema de referència es pot manifestar com una combinació decamp elèctric i camp magnètic en un altre. No es pot, però, transformar un campelectromagnètic donat en qualsevol altre camp electromagnètic. En particular,un camp purament elèctric en S no pot donar un camp purament magnètic encap altre sistema S′. Aquestes limitacions vénen imposades pels invariants delcamp electromagnètic: les magnituds escalars que es poden construir a partir delscomponents del tensor Fµν han de valer el mateix en tots els sistemes de referènciainercials.
 Considerem el tensor mixt Fµν = ηµαFαν . Com que la traça d’un tensor 1-
 covariant, 1-contravariant és un escalar (vegeu la secció A.1.5), les traces de lesdiverses potències de Fµ
 ν :
 t1 ≡ Fµµ , t2 = Fµ
 νFνµ , . . . , tn+1 ≡ Fµ
 ν1F ν1
 ν2. . . F νn
 µ
 seran invariants.De fet, a conseqüència de l’antisimetria de Fµν , les traces de les potències
 senars són idènticament nul.les. A més, com que el polinomi mínim d’una matriuquadrada de rang 4 té, a tot estirar, grau 4, les potències de Fµ
 ν d’ordre igual o
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 superior al quart es poden expressar com a combinació de les potències d’exponentinferior a 4. Com a conseqüència, les traces tn , amb n > 4, es poden posar enfunció de les quatre primeres, i d’aquestes només no són idènticament nul.les les:
 t2 = FµνF
 νµ , t4 ≡ Fµ
 νFναF
 αβF
 βµ . (8.24)
 En funció de ~E i ~B, i usant (8.17), tenim:
 t2 = −2
 (
 ~B2 −~E2
 c2
 )
 i t4 =1
 2t22 +
 4
 c2
 (
 ~E · ~B)2
 . (8.25)
 Per il.lustrar que no hi ha altres invariants de Lorentz que es puguin construira partir dels components del camp electromagnètic, podem considerar un altreinvariant, el determinant:
 det(Fµν) =1
 c2
 (
 ~E · ~B)2
 . (8.26)
 D’una banda és invariant, perquè detL = 1 i
 det(Fµ′ν′) = det(Lαµ′L
 βν′Fαβ) = (detL)2 det(Fαβ) = det(Fαβ) .
 I de l’altra, de (8.25) i de (8.26), tenim:
 det(Fµν) =1
 4
 (
 t4 −1
 2t22
 )
 .
 Els dos invariants més senzills independents que podem formar amb el campelectromagnètic són doncs:
 I1 = ~B2 −~E2
 c2, I2 = ~B · ~E . (8.27)
 Una conseqüència immediata és que, si ~E i ~B són ortogonals aleshores l’inva-riant I2 és nul en qualsevol sistema de referència i es poden donar tres casos:
 (a) que el I1 sigui també nul, aleshores | ~E| = | ~B|c i tenim el que es coneix coma camp electromagnètic singular,
 (b) que I1 > 0, és a dir | ~E| < | ~B|c —el camp magnètic domina sobre l’elèctric.Llavors existeixen sistemes de referència S′ en què ~E′ = 0 i ~B′ 6= 0. Unamanera de trobar un d’aquests sistemes de referència consisteix a fixar-seen la llei de transformació (8.21) i triar ~v ortogonal a ~E i ~B. Tindrem que~E‖ = ~B‖ = 0 i, per tant, ~E′
 ‖ = ~B′‖ = 0 . El mòdul de ~v serà determinat per
 la condició ~E′⊥ = 0 que, d’acord amb (8.21), dóna:
 v =E
 B.
 La condició que el camp magnètic domini sobre l’elèctric garanteix que v < c.I finalment
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 (c) que I1 < 0, és a dir | ~E| > | ~B|c —el camp elèctric domina sobre el magnètic.En aquest cas existeixen sistemes de referència S′ en què ~E′ 6= 0 i ~B′ = 0.Per trobar un d’aquests sistemes es procedeix de manera semblant al casanterior i s’arriba a:
 v =c2B
 E.
 La condició que el camp elèctric domini sobre el magnètic garanteix quev < c.
 Exemple 8.2 Camp d’una càrrega puntual en moviment uniforme
 Considerem una càrrega puntual q que es mou amb velocitat constant ~v respectea un sistema inercial S . Volem determinar els camps ~E i ~B creats per q.
 En el sistema de referència comòbil S†, el camp és purament elèctric:
 ~E† =q
 4πǫ0
 ~r†
 r†3, ~B† = 0 . (8.28)
 En aquest sistema les línies del camp ~E† surten radialment de q i, com que | ~E†|no depèn de la direcció, estan distribuïdes amb simetria esfèrica (figura 8.2(a)).
 En el sistema S els camps ~E i ~B en el punt xµ = (~x, ct) estan relacionats amb elscamps ~E† i ~B† = 0 per la llei de transformació (8.21) per a la velocitat relativa−~v:
 ~E‖(x) = ~E†‖(x
 †) , ~E⊥(x) = γ ~E†⊥(x†)
 ~B‖(x) = 0 ~B⊥(x) =1
 c2γ~v × ~E†
 ⊥(x†)
 9
 >
 =
 >
 ;
 (8.29)
 on ~E†(xρ†) ve donat per (8.28).
 El camp ~E† depèn exclusivament de:
 ~r† = ~r +γ − 1
 v2(~v · ~r)~v − γt~v = ~r⊥ + γ(~r‖ − ~vt) ,
 on hem usat la transformació de Lorentz (2.14). Substituint (8.28) en (8.29), tenim:
 ~E‖ =qγ
 4πǫ0r†3(~r‖ − ~vt) , ~E⊥(x) =
 qγ
 4πǫ0r†3~r⊥
 ~B‖(x) = 0 ~B⊥(x) =1
 c2~v × ~E⊥
 9
 >
 >
 =
 >
 >
 ;
 (8.30)
 amb:r† =
 √~r†2 =
 q
 γ2(~r‖ − ~vt)2 + ~r2⊥ .
 En el cas particular ~v = (v, 0, 0) les equacions (8.30) es concreten en:
 Ex =qγ(x− vt)
 4πǫ0[γ2(x− vt)2 + y2 + z2]3/2
 Ey =qγy
 4πǫ0[γ2(x− vt)2 + y2 + z2]3/2
 Ez =qγz
 4πǫ0[γ2(x− vt)2 + y2 + z2]3/2
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 (a) (b)
 ↑ ~β
 Figura 8.2. (a) Camp elèctric d’una càrrega situada a l’origen d’un sistema enrepòs i (b) en un altre sistema en moviment uniforme i situada en el punt vt(~β = ~v/c)
 per al camp elèctric i
 Bx = B†x = 0, By = − v
 c2Ez, Bz =
 v
 c2Ey
 per al camp magnètic.
 Per donar-ne una imatge gràfica, considerarem dos casos particulars: el primer,com es veu instantàniament per a S el camp elèctric que a S† tenia simetria esfèrica;i el segon, què passa en un punt de S fix en transcórrer el temps. Si fem t = 0tindrem el camp que en aquest instant es veu a S (perquè quedi més clar faremx = r cos θ i y2 + z2 = r2 sin2 θ).
 ~E =q(1 − β2)
 4πǫ0r2(1 − β2 sin2 θ)3/2r .
 Com veiem, encara és radial i va com 1/r2, però ja no té simetria esfèrica, és mésgran en les direccions perpendiculars a l’eix de les X (θ = π/2 ) i més petit en ladirecció de l’eix de les X. En qualsevol altre instant t tindrem el mateix, però ambles línies que surten del punt X = vt.
 Com a segon cas particular estudiem el camp en un punt fix de S (per a méssenzillesa triem el punt (0, b, 0)) en aquest By = Ez = 0, i els no nuls són
 Ex = − qγvt
 4πǫ0[γ2v2t2 + b2]3/2, Ey =
 qγb
 4πǫ0[γ2v2t2 + b2]3/2, Bz =
 β
 cEy . (8.31)
 Com veiem decreixen amb el temps amb un màxim per a t = 0, que és quan lapartícula passa més a prop del punt que hem triat. Una mesura del temps que trigael camp a fer-se nul és ∆t ≈ b/(γv), és a dir, que com més gran és γ més grans sónels camps màxims, però són apreciables durant menys temps . Quan β → 1, els
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 camps transversals al moviment de la càrrega són perpendiculars entre si i estan enla relació E = cB, semblen un impuls de radiació plana polaritzada que es propagaen la direcció de les X i el camp elèctric longitudinal canvia ràpidament d’un valorpositiu a un de negatiu i la seva integral temporal s’anul.la.
 Ex β = 0, 01
 β = 0, 05
 vt
 vt
 Ey = cBz/β
 Figura 8.3. Variació temporal dels camps elèctric i magnètic d’una càrrega enmoviment uniforme per a diversos valors de β
 8.3.3 Forma covariant de les equacions de Maxwell en elbuit
 Tot seguit utilitzem la relació (8.19) per escriure les equacions de Maxwell(8.5) i (8.6) en funció del tensor de Faraday Fµν . Per començar, la primera de lesequacions (8.5) es pot expressar com a:
 ∂iFjk + ∂jFki + ∂kFij = 0 ,
 i cada component de la segona equació (8.5) es pot posar així:
 c(∂iFj4 − ∂jFi4 + ∂4Fij) = 0 , i 6= j = 1, 2, 3.
 I usant la notació d’espaitemps, el primer parell (8.5) d’equacions de Maxwell espot resumir en:
 ∂µFνα + ∂νFαµ + ∂αFµν = 0 . (8.32)
 Notem que, si prenem µ = ν, l’equació anterior es satisfà idènticament perquè Fµα
 és antisimètric. Hi ha, doncs, tantes equacions independents (8.32) com ternesµ, ν, α diferents, és a dir, tantes com combinacions C3
 4 = 4.Per escriure el segon parell utilitzarem el tensor contravariant:
 Fµν = ηµαηνβFαβ ,
 de manera que:
 −c F i4 = c F 4i = Ei , Bk =1
 2F ij ǫijk
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 i la primera de les equacions (8.6) es pot posar així:
 ∂iF4i =
 ρ
 cǫ0= µ0j
 4 ,
 on hem usat que j4 = ρc i µ0ǫ0 = c−2.D’altra banda, el component i de la segona equació (8.6) és:
 ∂lFil + ∂4F
 i4 = µ0i , i = 1, 2, 3.
 Així, en notació quadridimensional el segon parell d’equacions de Maxwell es potexpressar com a:
 ∂νFµν = µ0j
 µ , µ = 1, 2, 3, 4. (8.33)
 8.4 Potencials electromagnètics
 Ja hem comentat més amunt que els dos parells d’equacions de Maxwell tenenpapers diferents. El primer parell té com a conseqüència que els camps ~E i ~Bes puguin derivar de potencials. La primera de les equacions (8.5) implica queexisteix un potencial magnètic, ~A, tal que:
 ~B = ~∇× ~A . (8.34)
 Si ara substituïm aquesta expressió en la segona de les equacions (8.5), obtenimque ~E + ∂t
 ~A és irrotacional i, per tant, és un gradient. És a dir, existeix unpotencial elèctric φ tal que:
 ~E = −∂t~A− ~∇φ . (8.35)
 I a la inversa, donats els potencials φ i ~A, si ~B i ~E estan definits per (8.34) i(8.35), llavors el primer parell d’equacions de Maxwell se satisfà idènticament.
 8.4.1 El quadripotencial electromagnètic
 Si introduïm la notació d’espaitemps:
 Aµ =
 (
 ~A, −φc
 )
 (8.36)
 i utilitzem les relacions (8.19), les equacions (8.34) i (8.35) es poden expressarrespectivament així:
 Fij = ∂iAj − ∂jAi , F4j = ∂4Aj − ∂jA4 , i, j = 1, 2, 3,
 les quals es poden resumir en:
 Fµν = ∂µAν − ∂νAµ , µ, ν = 1, 2, 3, 4. (8.37)
 D’aquesta expressió, i del fet que Fµν és un tensor, se segueix que les quatrequantitats Aµ es transformen com els components d’un quadrivector covariant ques’anomena quadripotencial electromagnètic.
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 8.4.2 Les transformacions de galga
 La correspondència entre el camp electromagnètic i el quadripotencial no ésbiunívoca. Hi ha tota una classe de potencials Aµ que donen lloc al mateix campFµν . En efecte, si en l’expressió (8.37) substituïm Aµ per
 Aµ = Aµ + ∂µf , (8.38)
 on f(xρ) és una funció arbitrària, el camp Fµν és el mateix Fµν que es derivade Aµ. (El resultat és conseqüència de la igualtat de les derivades creuades:∂µ∂νf = ∂ν∂µf .)
 La transformació (8.38) s’anomena transformació de galga.2
 Com que el tensor Fµν té un significat físic directe, i és mesurable a partirde la llei de força de Lorentz (8.16), tots els quadripotencials Aµ, obtinguts peruna transformació de galga de Aµ, són físicament equivalents. Sovint és útil se-leccionar un representant d’aquesta classe. Això es fa per mitjà d’una condició degalga o fixació, la qual consisteix en una relació entre les derivades primeres delquadripotencial Aµ escollit.
 Dos exemples corrents de fixació són:
 La galga de Coulomb, transversal o de radiació
 ~∇ · ~A = 0 (8.39)
 que no és covariant i s’utilitza en el formalisme hamiltonià i en la quantitzaciódel camp electromagnètic.
 La galga de Lorenz∂µA
 µ = 0 (8.40)
 que és covariant i, com veurem, simplifica molt la resolució de les equacionsde Maxwell.
 Exemple 8.3
 Volem demostrar que donat un potencial Aµ sempre podem trobar-ne un d’equi-valent Aµ que satisfaci la condició de Lorenz (8.40). En efecte, sigui L = ∂µA
 µ isigui Aµ = Aµ + ∂µf . Tindrem que:
 ∂µAµ = ∂µA
 µ + ∂µ∂µf ,
 que s’anul.larà sempre que ∂µ∂µf = −L, que és una equació diferencial en derivades
 parcials que sempre té solució. En particular, si coneixem els valors de f(~x, 0) i∂tf(~x, 0), la solució és única.
 2En anglès gauge i en francès jauge. Aquest és un mot importat de la tecnologia. Una galgaés una planxa d’acer o bloc prismàtic petit que s’empra per calibrar o regular la separació dedues peces, galgat és equivalent a ajustat.
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 8.4.3 Les equacions del potencial electromagnètic
 És fàcil comprovar que si Fµν es deriva d’un quadripotencial per la relació(8.37), el primer parell d’equacions de Maxwell en forma covariant (8.32) se satisfàidènticament. Si ara substituïm Fµν = ∂µAν −∂νAµ , amb ∂ν ≡ ηνα∂α , en (8.33)obtenim:
 ∂ν∂µAν − ∂ν∂
 νAµ = µ0jµ , (8.41)
 que és un sistema diferencial en derivades parcials sobre Aµ .Si Aµ és solució de (8.41), llavors el camp Fµν que es deriva del potencial Aµ
 d’acord amb (8.37) és una solució de les equacions de Maxwell.Per determinar Fµν n’hi ha prou amb un representant de la classe de potencials
 equivalents. Resulta especialment simplificador escollir el potencial que satisfà lagalga de Lorenz (8.40). En aquest cas, el primer terme de l’esquerra de (8.41)s’anul.la, i l’equació es redueix a:
 ∂ν∂νAµ = −µ0j
 µ (8.42)
 i s’ha de complementar amb la fixació ∂νAν = 0 .
 Dedicarem el capítol 10 a estudiar les solucions d’aquest sistema.
 8.5 Tensor d’energia-moment i lleis deconservació
 Anem a veure com podem associar una energia i un moment lineal al campelectromagnètic, de manera que les lleis de conservació dels sistemes de partículeses puguin estendre a situacions en què aquestes interaccionen també amb campselectromagnètics.
 Contràriament al que passa amb les partícules puntuals, en què energia i mo-ment estan localitzats sobre les línies d’univers corresponents, els camps estandistribuïts de manera contínua sobre un domini, i així també l’energia i el mo-ment que puguin portar associats. Per tant, aquestes magnituds les haurem detractar en funció de les densitats corresponents. D’altra banda, els camps —i laseva energia i el seu moment lineal— es propaguen d’un lloc de l’espai a l’altreper interacció entre punts veïns (aquesta característica es manifesta en els termesque depenen de les derivades parcials espacials a les equacions del camp). Aquestapropagació del camp comporta també una propagació de l’energia i el momentassociats. D’aquí que un altre concepte que serà útil en la nostra descripció és elde densitat de corrent d’energia i de moment lineal.
 Començarem recordant el teorema de Poynting, que no és altra cosa que lallei de conservació de l’energia, i en buscarem una extensió relativista. Aquestatasca ens serà força simplificada per la utilització del formalisme d’espaitemps,que directament ens donarà lleis covariants.
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 8.5.1 Conservació de l’energia. Teorema de Poynting
 La llei de conservació de l’energia s’haurà de referir al sistema global formatper la distribució de càrrega i el camp. L’intercanvi d’energia entre les càrregues iel camp és quantificat pel treball que fa aquest darrer. En el cas d’un conjunt decàrregues puntuals la potència val
 ∑
 a qa~va · ~Ea, on ~va és la velocitat de la càrregaqa i ~Ea, la intensitat del camp elèctric en el punt en què es troba aquesta càrrega(com és ben conegut, el treball del camp magnètic és nul). Si en comptes d’unconjunt discret de càrregues tenim una distribució contínua, aquesta potència val:
 ∫
 V~ · ~E d3x ,
 i és igual al guany d’energia (mecànica, tèrmica, etc.) de la distribució de càrrega:
 dEcar
 dt=
 ∫
 V~ · ~E d3x . (8.43)
 Ara reformularem aquesta llei de variació de l’energia de les càrregues comun balanç de l’intercanvi d’energia entre les càrregues —que són uns ens físicslocalitzats allà on ρ 6= 0 i ~ 6= 0— i el camp, que és una entitat difosa que ocupatot l’espai. Per això convé substituir el corrent ~ del segon membre per mitjà deles equacions de Maxwell (8.1) i (8.2), i tenir en compte la identitat del càlculvectorial:
 ~E · (~∇× ~H) = ~H · (~∇× ~E) − ~∇ · ( ~E × ~H) .
 D’aquesta manera obtenim:∫
 V~ · ~E d3x = −
 ∫
 V
 (
 ~∇ · [ ~E × ~H ])
 d3x−∫
 V
 (
 ~E · ∂t~D + ~H · ∂t
 ~B)
 d3x . (8.44)
 El primer terme de la dreta és la integral d’una divergència i, pel teorema deGauss, es redueix a la integral sobre la superfície A que delimita el volum V .
 Si les relacions entre ~D i ~E i entre ~B i ~H són lineals amb coeficients inde-pendents de t (i en particular, per a medis isòtrops), el segon terme de la dretade (8.44) és la variació temporal d’una quantitat que només depèn dels camps,integrada sobre el volum V , que denotarem per U :
 U =1
 2( ~E · ~D + ~H · ~B) . (8.45)
 Així, si substituïm (8.44) i (8.45) a (8.43) i tenim en compte les regles dederivació sota la integral, arribem a:
 dEcar
 dt+d
 dt
 ∫
 VUd3x+
 ∮
 A~S · d2 ~A = 0 , (8.46)
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 on A és la superfície que envolta el volum V , d2 ~A és l’element de superfície orientatcap a fora del volum V i
 ~S = ~E × ~H (8.47)
 és el vector de Poynting.L’equació (8.46), que hem obtingut de manipular matemàticament la llei de
 variació de l’energia de les càrregues (8.43), admet una interpretació física imme-diata. Adonem-nos que U(~x, t) té dimensions de densitat d’energia, només depèndels camps electromagnètics i només és nul.la allà on els camps s’anul.len. Alesho-res la integral que apareix en (8.46) la podem interpretar, per tant, com l’energiadel camp electromagnètic contingut en el volum V :
 Ecamp ≡∫
 VU d3x =
 1
 2
 ∫
 V(ǫ ~E2 + µ ~H2) d3x . (8.48)
 Per la seva banda, ~S té dimensions de corrent d’energia, només depèn dels campselectromagnètics i la integral de superfície de (8.46) es pot interpretar com el fluxd’energia del camp electromagnètic cap a fora del volum V .
 Amb aquesta interpretació, (8.46) és la llei de conservació de l’energia delsistema format per les càrregues i el camp electromagnètic:
 d
 dt(Ecar + Ecamp) = −
 ∮
 A~S · d2 ~A . (8.49)
 La variació per unitat de temps de l’energia total —mecànica, tèr-mica, electromagnètica, etc.— continguda en un volum V és igual alflux d’energia que entra per la superfície A transportada pel vector dePoynting.
 Finalment, com que en (8.49) el volum és arbitrari, per aplicació una altravegada del teorema de Gauss, tenim la forma local de la llei de balanç d’energia(8.43):
 ∂U
 ∂t+ ~∇ · ~S = −~ · ~E , (8.50)
 que en absència de corrents té la forma d’una equació de continuïtat:
 ∂U
 ∂t+ ~∇ · ~S = 0. (8.51)
 8.5.2 Conservació del quadrimoment lineal. Tensord’energia-moment
 En l’equació de continuïtat (8.50) hi intervenen junts els conceptes de «den-sitat» i «energia». Com ja hem vist més amunt (secció 8.2) la densitat d’unamagnitud és el quart component d’un quadricorrent —els components espacials
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 corresponen a la densitat de corrent de l’esmentada magnitud. Així, (~S/c, U) se-ria el quadricorrent d’energia, que no s’espera que sigui un quadrivector perquèl’energia no és un escalar de Lorentz.
 Per la seva banda, l’energia dividida per c és el quart component del qua-drimoment lineal. Per la naturalesa tensorial d’aquestes magnituds, si la llei deconservació de l’energia ha de valer en tots els sistemes de referència, s’haurà decomplir també la llei de conservació dels tres components espacials del quadrimo-ment lineal.
 De manera semblant a com ho hem fet per a l’energia, podríem obtenir la lleide conservació del trimoment lineal total a partir de la variació del moment linealdel sistema de càrregues i la densitat de força de Lorentz ρ ~E+~× ~B . Tanmateix,com que la demostració utilitza algunes identitats rebuscades del càlcul vectorial,no la farem aquí directament. El que sí que demostrarem és la llei de conservaciócovariant, l’anàloga tensorial de l’equació (8.50), que consta de quatre equacions decontinuïtat: una llei de conservació local per a cada component del quadrimomentlineal.
 Seguirem un camí paral.lel al de l’apartat anterior, però totalment covariant.En comptes de la densitat de treball ~ · ~E = cF 4νjν , partirem de la quantitatcovariant Fανjν —com correspon a la relació E = cP 4 . Per l’equació de Maxwellinhomogènia (8.33), tindrem que:
 Fανjν =1
 µ0Fαν∂ρF
 ρν =
 1
 µ0(∂ρ[F
 ανF ρν ] − F ρ
 ν ∂ρFαν) . (8.52)
 Ara, l’equació de Maxwell homogènia (8.32) ens permet de posar:
 Fρν (∂ρFαν + ∂νF ρα + ∂αF νρ) = 0 ,
 que, si tenim en compte l’antisimetria del tensor de Faraday, ens dóna:
 Fρν∂ρFαν = −1
 2Fρν∂
 αF νρ =1
 4∂α[FνρF
 νρ] ,
 que, substituïda a (8.52), ens permet d’escriure:
 −Fανjν = ǫ0c2
 (
 ∂ρ[FανF ρ
 ν ] − 1
 4∂α[FνρF
 νρ]
 )
 ,
 o bé:∂µΘµα = −Fανjν , (8.53)
 on
 Θµα = ǫ0c2
 (
 F νµ F αν − 1
 4ηµα F ρσFρσ
 )
 (8.54)
 s’anomena tensor d’energia-moment del camp electromagnètic.
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 Per veure el significat dels components d’aquest tensor, i així poder interpretarl’equació (8.53), les expressarem en funció dels camps ~E i ~B:
 Θ44 =ǫ02
 ( ~E2 + c2 ~B2) = U (8.55)
 Θ4i = Θi4 = ǫ0c( ~E × ~B)i =1
 cSi (8.56)
 Θij = −ǫ0[
 EiEj + c2BiBj − 1
 2δij( ~E2 + c2 ~B2)
 ]
 ≡ −T ij , (8.57)
 on T ij es coneix com a tensor d’esforços de Maxwell.Els components del segon membre de l’equació (8.53) són:
 −F 4νjν = −1
 c~E · ~ (8.58)
 −F iνjν = −(
 ρEi + (~× ~B)i)
 . (8.59)
 Si ara considerem les igualtats (8.55), (8.56) i (8.58), veiem que el componenttemporal (α = 4) de (8.53) és precisament (8.50).
 Per als components espacials de l’equació (8.53), utilitzant (8.56), (8.57) i(8.59), tenim:
 ∂t
 (
 1
 c2Si
 )
 − ∂jTij = −
 (
 ρEi + (~× ~B)i)
 = −Φi , (8.60)
 on ~Φ dV = ρ ~E dV + ~ × ~B dV es pot interpretar com la força dels camps ~E i ~Bsobre les càrregues i corrents presents en el volum dV : el primer terme és la forçadel camp elèctric ~E sobre la càrrega elemental ρ dV i el segon és la força magnèticasobre el corrent elemental ~ dV .
 Si reagrupem els termes de l’equació (8.60) i integrem a un volum finit Vdelimitat per una superfície A, després d’aplicar el teorema de Gauss arribem a:
 d
 dt
 ∫
 V
 1
 c2Si(~x, t) d3V +
 d
 dtP i
 càrregues(V) =
 ∮
 AT ij(~x, t) d2Aj . (8.61)
 Els termes de l’esquerra donen la variació per unitat de temps del moment linealtotal —de les càrregues i el camp— contingut en el volum V . D’aquesta manera,~S/c2 és la densitat de moment lineal del camp electromagnètic.
 Per la seva part, el terme de la dreta dóna el flux de component i del momentlineal per unitat de temps cap dins de la superfície A. Així, T ij d2Aj s’interpretacom la força dF i que fa el camp extern a V sobre el camp i les càrregues interiorsa V , a través de l’element de superfície d2 ~A.
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 Apèndix 8.A: sistemes d’unitats
 Al llarg d’aquest text hem utilitzat el sistema internacional d’unitats (SI),també conegut com a MKSA, adoptat des de 1960 per la Conferència General dePesos i Mesures. Tanmateix, en molts textos d’electromagnetisme que per la sevagran acceptació i difusió es poden considerar clàssics s’utilitzen altres sistemesd’unitats.
 El motiu essencial d’aquesta tria és la recomanació abans esmentada però tam-bé el fet que, en tractar-se d’un text genèric, no es fan càlculs d’aplicacions quedonin nombres massa grans o massa petits per a les magnituds físiques, la qualcosa podria ser una raó per triar un altre sistema d’unitats.
 En aquest apèndix comentarem el perquè d’aquesta varietat de sistemes, el seuorigen, així com un esboç de l’evolució que ha desembocat en l’SI.
 Les magnituds massa, longitud i temps estan basades en una tradició indiscu-tible i així a la mecànica s’acostumen a prendre com a magnituds fonamentals.Les unitats corresponents en l’SI són el quilogram (kg), el metre (m) i el segon(s), i en el sistema CGS són el gram (g), el centímetre (cm) i el segon.
 El desenvolupament de l’electromagnetisme a partir de branques independents(electrostàtica, magnetisme, enginyeria elèctrica, electroquímica, etc.) donà lloc adiverses tradicions i cada una va desenvolupar el sistema d’unitats més adient. Labase de cada sistema i la raó per escollir unes determinades magnituds fonamentalssovint és la simplicitat en l’expressió d’una llei fonamental (sistemes d’unitatsabsolutes) o bé poder disposar d’una unitat patró d’una mida apropiada per a lesmagnituds que s’acostumen a manejar (sistemes d’unitats pràctiques). Això voldir, entre altres coses, que aquest patró sigui el més universal possible i «fàcilment»reproduïble amb molta precisió.
 Així, un sistema d’unitats absolutes a l’electromagnetisme pot partir de qual-sevol de les dues lleis fonamentals: la de Coulomb i la d’Ampère
 ~F = k1q1q2r312
 ~r12 , (8.62)
 ~F = k2
 ∫
 V1
 ∫
 V2
 ~1 × (~2 × ~r12)
 r312dV1dV2 , (8.63)
 on k1 i k2 són dues constants universals. Així tenim:
 El sistema CGS electrostàtic Si prenem k1 = 1 , llavors tenim la relacióde dimensions: [q2] = [F ] [r]2, és a dir, [q] = M1/2L3/2T−1 i la càrrega no ésuna magnitud fonamental. Aquesta elecció, juntament amb el sistema CGS per ales unitats mecàniques, va donar lloc al sistema electrostàtic d’unitats (ues). Launitat de càrrega elèctrica és el franklin (Fr) i la unitat d’intensitat és el Fr s−1
 que, en substituir-la a la llei d’Ampère, implica que k2 = 1/9 · 10−20 cm−2 s2.
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 Notem que, com que en qualsevol sistema d’unitats [j] = [q]T−1L−2 , les lleisde Coulomb i d’Ampère impliquen que:
 [k1] = [k2]L2T−2 .
 El sistema CGS electromagnètic Si prenem k2 = 1 , aleshores l’equació(8.63) defineix una unitat de densitat de corrent derivada amb dimensions de[j] = M1/2L−3/2T−1. L’elecció k2 = 1, junt amb el sistema CGS per a les unitatsmecàniques, dóna lloc al sistema d’unitats electromagnètiques (uem). La inten-sitat és també una magnitud derivada que té per dimensions M1/2L1/2T−1. Launitat és l’abampere, la intensitat que circula per cada un d’un parell de correntsrectilinis, infinits i paral.lels que a la distància d’1 cm s’exerceixen una força de2 dyn per cm. La unitat uem de càrrega, l’abcoulomb, és la càrrega transportadaper un corrent d’1 abampere durant 1 s. En aquest sistema d’unitats, la constantde proporcionalitat de la llei de Coulomb és k1 = 9 · 1020 cm2 s−2, i té dimensionsd’una velocitat al quadrat. La relació entre les unitats uem i ues de càrrega és1 abampere= 3 · 1010 fr (En tots els factors de conversió d’aquest apèndix el 3 téa veure amb la velocitat de la llum en el buit i vol dir 2,997 924 56, així com el 9vol dir el quadrat d’aquest nombre.) Vegeu l’experiment de Weber-Kolrausch enl’apartat 1.2.3.
 El sistema internacional d’unitats És un sistema d’unitats absolut i pràc-tic alhora: manté la manera de definir les unitats dels sistemes absoluts totconservant-ne les grandàries pràctiques. Es basa a complementar el sistema MKSamb una unitat elèctrica escollida arbitràriament, l’ampere, que es defineix comla intensitat que circula per cada un d’un parell de corrents rectilinis, infinits iparal.lels que a la distància d’1 m s’exerceixen una força per unitat de longitudde 2·107 Nm−1 .3 Això comporta que l’SI té una magnitud fonamental més, laintensitat. Un cop escollida aquesta unitat, queden determinats els valors de lesconstants de proporcionalitat a les lleis de Coulomb (8.62) i d’Ampère (8.63) itenim que:
 k1 = 9 109 A−2s−4kg m3 k2 = 10−7 kg mA−2s−2 .
 A partir d’aquestes quantitats es defineixen la permeabilitat magnètica i la per-mitivitat elèctrica del buit, respectivament: µ0 = 4πk2 i ǫ0 = (4πk1)
 −1.
 3La definició és aparentment arbitrària i l’origen és l’adopció per la British Association forthe Advancement of Science (1868) de l’ohm com a unitat de resistència, perquè la unitat en elsistema uem, que equival a 10−9 ohm, no era pràctica per als enginyers del telègraf. El 1884 laPrimera Conferència d’Electricistes (París) va adoptar l’ohm com a unitat de resitència i tambéel volt com a unitat de força electromotriu, 108 vegades la unitat uem corresponent.
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 S. unitats k1 k2 k3 k4
 electrostàtic (ues) 1 c−2 1 1
 electromagnètic (uem) c2 1 1 1
 gaussià 1 c−2 c−1 c1
 Heaviside-Lorentz 1/(4π) 1/(4πc2) c−1 c1
 MKSA racionalitzat 1/(4πǫ0) = 10−7c2 µ0/(4π) = 10−7 1 1
 Taula 8.1. Sistemes d’unitats electromagnètiques més comuns.(Tots excepte l’últim fanservir unitats mecàniques CGS)
 Altres lleis i altres constants
 El camp elèctric creat per una càrrega q a una distància r és, d’acord amb(8.62), E = k1q/r
 2 . El teorema de Gauss de l’electrostàtica en forma diferencials’expressa en l’equació de Maxwell
 ~∇ · ~E = 4πk1ρ . (8.64)
 Una altra llei fonamental de l’electromagnetisme és la llei de Faraday: la forçaelectromotriu induïda en un circuit és proporcional a la variació per unitat detemps del flux magnètic a través d’una superfície tancada pel circuit. En formadiferencial dóna lloc a una altra de les equacions de Maxwell i s’escriu així:
 ~∇× ~E + k3∂t~B = 0 . (8.65)
 D’altra banda, la inducció magnètica ~B es defineix a partir de la llei d’Ampère.Així, a una distància d d’un conductor rectilini pel qual circula una intensitat I,tenim B = k4k22I/d on la constant k4 fa referència a la proporcionalitat entre lainducció magnètica i el camp magnètic del conductor 2k2I/d que resulta de (8.63).En forma diferencial aquesta llei correspon a l’equació de Maxwell:
 ~∇× ~B =k4k2
 k1∂t~E + 4πk4k2~ , (8.66)
 que relaciona la inducció magnètica amb la densitat de corrent lliure ~ i amb ladensitat de corrent de polarització 1/k1 ∂t
 ~E .Les dimensions d’aquestes quatre constants, k1, k2, k3 i k4, no són indepen-
 dents. En efecte, ja hem vist com [k1] = [k2]L2T−2 . A més, de (8.62) i de (8.66)
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 tenim que les dimensions del camp elèctric i la inducció magnètica són, respecti-vament, [E] = [k1] [q]L
 −2 i [B] = [k4k2] [q]T−1L−1 . A més, de (8.65) resulta
 que [E]L−1 = [k3] [B]T−1 i, per tant:
 [k3k4] = 1 i[E]
 [B]= [k3]LT
 −1 .
 Per altra banda, de combinar les equacions de Maxwell obtenim:
 ~∇2 ~E − k3k2k4
 k1∂t
 2 ~E = 0 (8.67)
 i el quocient k1/(k2k3k4) és el quadrat de la velocitat de propagació de les oneselectromagnètiques en el buit.
 Segons la tria que es fa de les dues constants arbitràries de la teoria es tenenels diversos sistemes d’unitats de la taula 8.5.2.
 Més enllà del context electromagnètic que ens ocupa aquí, en alguns campsen què intervenen la relativitat i la mecànica quàntica, on apareixen sovint lesconstants universals c i ~, per tal de simplificar les expressions es prenen aquestesconstants igual a 1. Aleshores, M L2T−1 = [h] = 1 i LT−1 = [c] = 1 , per tant,L = T i L = M−1, i només hi ha una magnitud fonamental. Per tant, tot esrefereix a una unitat, que acostuma a ser la d’energia (eV).
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 Problemes
 8.1 Per aplicació directa de les fórmules de transformació dels camps elèctric imagnètic, ~E i ~B, demostreu que ~B2− ~E2/c2 i ~B · ~E són invariants de Lorentz.
 8.2 Demostreu que, excepte en el cas que ( ~B · ~E)2/c2+( ~B2− ~E2/c2)2 = 0, semprehi ha un sistema de referència en el qual ~E i ~B són paral.lels. Determineu lavelocitat relativa d’aquest sistema.
 8.3 Un fil recte de longitud infinita i secció A es mou a velocitat v constant en ladirecció de la seva longitud respecte a un sistema inercial, S. En el sistemaen repòs del fil, S′, aquest no té càrrega però porta una intensitat de correntestacionària I ′, uniformement distribuïda en el fil.
 (a) Determineu el camp electromagnètic en el sistema S′.
 (b) Transformeu els camps al sistema S.
 (c) Transformeu la càrrega i la densitat de corrent a S.
 (d) Determineu els camps a S generats pel resultat de (c) i compareu-losamb els obtinguts a (b).
 8.4 Calculeu el camp electromagnètic creat per una barra recta de longitud in-finita amb distribució uniforme de càrrega que es mou amb velocitat v en ladirecció de la barra. Feu, primer, el càlcul del camp electromagnètic createn el sistema en repòs de la barra.
 8.5 Un cilindre infinit circular, de radi R, en repòs en un sistema de referència Sestà orientat en la direcció de l’eix z. El cilindre té una densitat de càrregauniforme i hi circula un corrent uniformement distribuït. La càrrega perunitat de longitud és λ i la intensitat de corrent és I.
 (a) Determineu el 4-vector densitat de corrent Jµ corresponent.
 (b) Trobeu un sistema de referència S′ en què només hi hagi camp elèctric,o només camp magnètic. Doneu la velocitat de S′ respecte de S.
 (c) Discutiu quin és el cas (elèctric o magnètic) en funció dels valors de λi I.
 (d) Hi ha algun cas en què el problema no tingui solució? Per què?
 (Ajut: no cal calcular els camps)
 8.6 Demostreu que sempre es pot trobar un quadripotencial Aµ que verifiqui lagalga de Coulomb.
 8.7 a) Trobeu el quadripotencial d’un camp magnètic constant i uniforme.
 b) Trobeu el quadripotencial creat per un conductor rectilini infinit pel qualcircula una intensitat I constant.
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 8.8 Trobeu el quadripotencial corresponent a una càrrega en moviment rectiliniuniforme.
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Capítol 9
 Càrregues en un campelectromagnètic
 Ens ocuparem aquí del moviment d’una càrrega puntual en un camp electro-magnètic donat i en veurem algunes aplicacions. Negligirem els efectes deguts ala radiació electromagnètica associada al moviment accelerat de la mateixa càr-rega, que veurem en el capítol 11. També estudiarem els formalismes lagrangià ihamiltonià per a una càrrega en un camp electromagnètic extern. El seu interèsrau en el fet que tant és la base per a la teoria de pertorbacions com per al desen-volupament de la mecànica estadística i de la mecànica quàntica. I per acabarestudiarem l’efecte del camp electromagnètic sobre el moment angular intern.
 9.1 Moviment d’una càrrega en un campelectromagnètic uniforme i constant
 Les equacions del moviment d’una càrrega puntual en un camp electromagnètics’obtenen a partir de la força de Lorentz (8.15), de l’expressió (5.6) per al momentlineal i de l’equació de la mecànica (5.40):
 md(γ~v)
 dt= q ( ~E + ~v × ~B) (9.1)
 o, equivalentment, les equacions covariants obtingudes a partir de (8.16) i (5.41):
 mduµ
 dτ= q Fµ
 νuν . (9.2)
 La trajectòria depèn de les dades inicials xµ(0) i uµ(0) que, per mitjà d’unatransformació de Poincaré convenient, sempre es poden reduir a formes senzilles.En particular, habitualment escollirem l’origen de coordenades de manera quexµ(0) = 0, això pot fer-se amb una translació en l’espaitemps.
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 També podem utilitzar la transformació de Lorentz pura per triar el sistemade coordenades en què el tensor electromagnètic té la forma més simple, resoldreen aquest sistema l’equació diferencial i si ens interesa antitransformar la solució.Així, en funció dels valors dels invariants (8.27) tindrem els quatre casos següents:
 Cas elèctric Si I2 = 0 i I1 < 0, hi ha un conjunt de sistemes de referència enquè ~B = 0 i ~E 6= 0.
 Cas magnètic Si I2 = 0 i I1 > 0, podem trobar sistemes de referència en què~E = 0 i ~B 6= 0.
 Cas singular Si I2 = 0 i I1 = 0, en tots els sistemes de referència ~B és perpen-dicular a ~E i el mòdul és el mateix, a part del factor c.
 Cas genèric Si I2 6= 0, sempre podem trobar un sistema de referència en què ~Ei ~B siguin paral.lels.
 A continuació estudiarem amb una mica de detall cada un d’aquests casos.
 9.1.1 Moviment d’una càrrega en un camp elèctric
 Si escollim els eixos d’espai de manera que ~E = (E, 0, 0), que pot fer-se per unarotació d’eixos posant l’eix X en la direcció del camp, les equacions del movimentcovariants (9.2) donen:
 du1
 dτ=qE
 mcu4 ,
 du4
 dτ=qE
 mcu1 , (9.3)
 du2
 dτ=du3
 dτ= 0 .
 Per simplicitat, com que u1 té signe constant, podem escollir l’origen del paràme-tre, τ = 0, com l’instant en què u1(0) = 0. A més, amb una rotació al voltantde l’eix X podem agafar la velocitat inicial en el pla format pels eixos X i Y demanera que u3
 0 = 0. Les altres dues dades inicials han de satisfer el lligam (4.17),d’aquí que:
 ~v0 = (0, v0, 0) i uµ0 = γ0(0, v0, 0, c) .
 Les equacions (9.3) són similars a les del moviment hiperbòlic (secció 4.33) ila solució és:
 u1(τ) = γ0c sinh (ατ) , u2(τ) = γ0v0
 u4(τ) = γ0c cosh (ατ) , u3(τ) = 0
 (9.4)
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 amb α = qE/(mc). Si ara prenem l’origen de coordenades i temps de manera quexµ(0) = 0, l’equació de la trajectòria és:
 x1(τ) =γ0c
 α[cosh (ατ) − 1] , x2(τ) = γ0v0τ
 t(τ) =γ0
 αsinh (ατ) , x3 = 0
 (9.5)
 que és la composició d’un moviment hiperbòlic (vegeu l’apartat 4.8.1) segons ladirecció X1 i un moviment uniforme al llarg de l’eix X2. La projecció de latrajectòria (9.5) sobre el pla d’espaitemps X1X4 és:
 x1 = −γ0c
 α+
 √
 c2t2 +γ20c
 2
 α2.
 9.1.2 Moviment en un camp magnètic
 En absència de camp elèctric les equacions del moviment escrites en forma nocovariant (9.1) donen:
 dγ~v
 dt= − q
 m~B × ~v (9.6)
 i si projectem aquesta equació sobre ~v tenim l’equivalent a l’equació de l’energia(5.44):
 dγ
 dt= 0 .
 D’aquí que γ és constant i, per tant, també ho és v = |~v|. Si escollim els eixosd’espai de manera que ~B = (0, 0, B), (9.6) expressada en components dóna:
 dv1
 dt=qB
 mγv2 ,
 dv2
 dt= − qB
 mγv1 ,
 dv3
 dt= 0 . (9.7)
 Com que encara ens queda llibertat per escollir els eixos X i Y , ho fem de maneraque la velocitat inicial sigui ~v = (0, v⊥, v‖) . Així la solució de (9.7) és:
 ~v = (v⊥ sin(ωLt), v⊥ cos(ωLt), v‖) (9.8)
 i el vector ~v gira al voltant de la direcció del camp magnètic en sentit horari ambvelocitat angular
 ωL =qB
 mγ, (9.9)
 també coneguda com a freqüència de Larmor.Per integració de (9.8), i escollint convenientment l’origen de coordenades,
 obtenim l’equació de la trajectòria:
 ~x(t) = (−R cos(ωLt), R sin(ωLt), v‖t), on R =mγv⊥qB
 (9.10)
 que correspon a una hèlix de radi R i pas ∆ = 2πmγv‖/(qB).
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 9.1.3 Moviment en un camp electromagnètic singular
 En aquest cas tenim que ~E i ~B són ortogonals i E = cB. Si triem els eixos demanera que l’eix X estigui en la direcció de ~E i l’eix Z en la de ~B, les equacionsdel moviment covariants (9.2) donen:
 du1
 dτ=qB
 m(u2 + u4) ,
 du2
 dτ= −qB
 mu1 ,
 du3
 dτ= 0 ,
 du4
 dτ=qB
 mu1 .
 Si sumem la segona i la quarta veiem que K ≡ u2 + u4 és constant. Això permetd’integrar immediatament la primera equació i dóna:
 u1(τ) =qBK
 mτ amb K = u2
 0 + u40 ,
 on hem triat l’origen de τ de manera que u1(0) = 0. Com que ara ja tenim u1(τ)podem integrar les altres equacions i tenim:
 dx2
 dτ= u2 = −1
 2
 (
 qB
 m
 )2
 Kτ2 + u20 ,
 dx3
 dτ= u3 = u3
 0 amb u30 =
 √
 (u40)
 2 − c2 − (u20)
 2
 cdt
 dτ= u4 =
 1
 2
 (
 qB
 m
 )2
 Kτ2 + u40 .
 Si ara escollim l’origen de coordenades de manera que xµ(0) = 0, una segonaintegració ens dóna:
 x1 =1
 2
 qBK
 mτ2 , x2 = u2
 0τ −1
 6
 (
 qB
 m
 )2
 Kτ3
 x3 = τ√
 (u40)
 2 − c2 − (u20)
 2 , ct = u40τ +
 1
 6
 (
 qB
 m
 )2
 Kτ3
 (9.11)
 D’aquestes expressions s’elimina fàcilment la variable τ i, de substituir la primerad’elles en la quarta, obtenim:
 t =1
 c
 (
 u40 +
 qB
 3mx1
 )
 τ = γ0
 [
 1 +ω0x
 1
 3c
 ]
 τ ,
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 on ω0 = qB/(mγ0). D’aquesta relació podem aïllar τ i substituir en les altres tresper obtenir:
 x1
 [
 1 +ω0x
 1
 3c
 ]2
 =1
 2ω0(c+ v2
 0)t2
 (x2 − ct)
 [
 1 +ω0x
 1
 3c
 ]
 = t (v20 − c)
 x3
 [
 1 +ω0x
 1
 3c
 ]
 = t v30
 on hem posat: u40 = γ0c i ~v0 = (0, v2
 0 , v30).
 9.1.4 Moviment en un camp electromagnètic genèric
 En aquest cas tenim que hi ha sistemes inercials en què ~E i ~B són paral.lels,podem triar els eixos de manera que aquesta sigui la direcció de l’eix Z. Lesequacions del moviment covariants (9.2) donen:
 du1
 dτ= ω0 u
 2,du2
 dτ= −ω0 u
 1,
 du3
 dτ= αu4,
 du4
 dτ= αu3 ,
 (9.12)
 on per simplificar hem posat:
 ω0 =qB
 mi α =
 qE
 mc.
 Encara ens queda llibertat per escollir l’eix Y i ho fem en la direcció de la velocitatinicial de la càrrega, ~v0. A més, com que u3(τ) és una funció monòtona, tambépodem triar l’origen de τ de manera que u3(0) = 0. En aquest sistema de referènciai amb aquests eixos les condicions inicials són uµ(0) = γ0(0, v0, 0, c). I la integraciódóna:
 u1(τ) = γ0v0 sin(ω0τ), u2(τ) = γ0v0 cos(ω0τ),
 u3(τ) = γ0c sinh(ατ), u4(τ) = γ0c cosh(ατ).
 (9.13)
 Una segona integració, triant la posició inicial a l’origen de l’espaitemps, ens dónala trajectòria:
 x1(τ) = −γ0v0ω0
 (cos(ω0τ) − 1), x2(τ) =γ0v0ω0
 sin(ω0τ),
 x3(τ) =γ0c
 α(cosh(ατ) − 1), x4(τ) =
 γ0c
 αsinh(ατ) ,
 (9.14)
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 que és un moviment helicoïdal amb frequència pròpia ω0 i amb el pas que creixexponencialment. Si eliminem τ de les dues primeres tenim:
 (x −R)2 + y2 = R2 amb R = γ0v0/ω0 .
 A més, de les dues darreres equacions (9.14) tenim:
 (z +A)2 − c2t2 = A2 amb A = γ0c/α ,
 on hem fet el canvi de notació xµ = (x, y, z, ct).
 9.1.5 Acceleradors de càrregues
 Tal com se segueix del quart component de la força de Minkowski (8.16) sobreuna càrrega en un camp electromagnètic, l’energia de la càrrega varia segons
 dEdt
 = cdp4
 dt= c γ−1f4 = q ~E · ~v ,
 i només el camp elèctric contribueix a aquesta variació. Per tant, la manera méseficaç d’accelerar una càrrega consisteix a aplicar-li un camp elèctric en la direcciódel seu moviment o a fer-la passar per un camp elèctric paral.lelament a les líniesde camp. Aquest és el principi del funcionament d’un tub de TV i d’un acceleradorde Van de Graaff.
 Com que el guany d’energia per unitat de longitud és qE el poder de l’acce-lerador augmenta amb la intensitat del camp elèctric. Però el camp de rupturaposa uns límits al valor màxim del camp elèctric que es pot aconseguir i aquestamena d’acceleradors tenen un límit d’energia d’uns 20 MeV. (Per a un electró aixòrepresenta una velocitat de 0,9997 c i per a un protó, 0,2033 c.)
 Per accelerar càrregues fins a energies més grans cal recórrer a l’acceleracióressonant, en els acceleradors lineals o linac’s. Les càrregues injectades en unextrem es fan passar per una successió de tubs metàl.lics buits (tubs guia), queestan connectats alternadament a cada born d’un generador de radiofreqüència.Com que els tubs són conductors, l’espai interior de cada un és pràcticamentequipotencial i la càrrega s’hi mou a velocitat constant per la seva inèrcia. Comque cada parell de tubs consecutius estan a potencials diferents, en l’espai buitentre cada dos tubs hi ha un camp elèctric, amb un sentit diferent d’un espai alsegüent (vegeu la figura 9.1).
 Si els potencials dels tubs no fossin variables, la càrrega s’acceleraria en unespai buit i es frenaria en el següent, segons quin fos el sentit del camp elèctric ques’hi trobés. Però gràcies al generador de radiofreqüència cada tub està sotmès aun potencial altern i el sentit del camp elèctric en cada espai també es va alternantamb el temps.
 Si la polaritat varia amb una freqüència adient, mentre la càrrega circula perl’espai apantallat de dins del tub després d’haver estat accelerada en l’espai buit
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 precedent perquè l’orientació del camp era favorable, la polaritat canvia de maneraque en sortir al buit següent es torna a trobar el camp elèctric a favor. Resumit,en un semiperíode de la radiofreqüència la càrrega ha de recórrer un espai buit i eltub següent. Com que la càrrega va cada cop més de pressa, aquesta distància, tubmés espai, ha de ser més llarga com més al final de l’accelerador siguem. (Vegeuel problema 9.5.)
 Font d’ions
 generador rf
 ~E − ~E ~E − ~E
 V
 −VV
 −VV
 Figura 9.1. Esquema d’un accelerador lineal
 Amb el primer linac, construït per Wideröe (1928) segons una idea d’Ising(1924), s’acceleraven ions K+ a 50 keV. Tenia dues seccions, amb un potencial deradiofreqüència de 25 kV a 1 MHz. I ja l’any 1931 Sloan i Lawrence van accele-rar ions Hg+ a 1,2 MeV amb un accelerador de 30 seccions amb un potencial de42 000 V a 10 MHz.
 Per obtenir grans energies s’ha d’augmentar el nombre de seccions i l’aparelles fa massa llarg, llevat que s’augmenti la radiofreqüència. En l’actualitat el mésgran és SLAC (de Stanford Linear Accelerator Center), que té una longitud dedues milles i accelera electrons i positrons a 50 GeV. A part de l’aplicació a larecerca en física de partícules, els acceleradors lineals d’electrons tenen una granaplicació en medicina.
 Per evitar les dificultats tecnològiques de construir un accelerador lineal, en ladècada de 1930 va prosperar una idea de Lawrence (1929), el ciclotró, que resoliaen part aquests problemes. Consisteix en dos elèctrodes buits en forma de D
 gairebé plana (vegeu la figura 9.2), immersos en un camp magnètic ~B uniformei perpendicular, i sotmesos a una polaritat alternant regulada per un generadorde radiofreqüència. El moviment de la càrrega injectada en el dispositiu té dosrègims que s’alternen: un d’acceleració lineal que es produeix en l’espai entre lesD (és atreta per la D a la qual es dirigeix i repel.lida per l’altra), i un de movimentsemicircular uniforme en l’interior de cada D, des que hi entra fins que en surt.
 Si V és la diferència de potencial entre les cavitats, en cada impuls l’energiacinètica de la càrrega augmenta en ∆E = qV , mentre que en cada tram semicircularE = mc2γ és constant, la velocitat angular és la de Larmor (9.9):
 ωL =qBc2
 E ,
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 i el radi R del semicercle és (9.10):
 R =EvqBc2
 .
 Notem que R augmenta amb l’energia, E , i per tant a cada impuls rebut en el pasd’una D a l’altra. D’aquí que les càrregues alliberades en la part central segueixinuna trajectòria en forma espiral cap a la part exterior de la carcassa (vegeu lafigura 9.2), on abandonen l’accelerador per dirigir-se al col.lisionador.
 Generadorrf
 −V
 +V
 ~Fe
 ~B
 ~v
 ~Fm
 q
 Figura 9.2. Esquema d’un ciclotró. El camp magnètic actua dins de les D i fa quela trajectòria hi sigui semicircular. En els espais buits entre les cavitats hi actua ladiferència de potencial que accelera la partícula. En la figura la càrrega és positiva i elcamp ~B és perpendicular al pla del paper i va cap dins
 A fi que els impulsos es donin en el moment precís i es produeixi l’acceleracióressonant, cal que la polaritat de les D es vagi alternant, de manera que tinguiel mateix signe que la càrrega quan aquesta l’abandona i signe contrari quan lacàrrega s’hi dirigeix. La polaritat dels elèctrodes ha de canviar cada
 T
 2=
 π
 ωL=
 πEqBc2
 .
 A baixes energies, E ≈ mc2, i la freqüència amb què ha de canviar la polaritatés pràcticament constant, però a mesura que la càrrega s’accelera, la freqüènciade Larmor va disminuint i deixa d’estar en ressonància amb la radiofreqüència.Això posa un límit per al funcionament del ciclotró, que correspon a una energiacinètica d’uns 25 MeV per als protons i uns 50 MeV per als deuterons (γ ≈ 1, 027i v = 0, 226 c). Per la mateixa raó, el ciclotró tampoc no va bé per accelerarelectrons, perquè són molt lleugers, mc2 = 0, 511 MeV, i amb relativament pocaenergia arriben al règim relativista.
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 Per accelerar una càrrega a energies més altes, amb un factor γ gran, s’ha detenir en compte que ωL depèn de E . Aquest problema es va resoldre amb el sin-crociclotró, modulant la radiofreqüència, de manera que es compensi la disminucióde ωL i es mantingui el sincronisme.
 Una altra solució és el sincrotró. La càrrega segueix una trajectòria aproxima-dament fixa, independent de l’energia, formada per trams rectilinis units per arcsde circumferència. En els trams rectilinis la càrrega és accelerada per un campelèctric oscil.lant a una certa radiofreqüència. En els trams corbats la càrrega esmou sota l’acció d’un camp magnètic, que ha d’anar augmentant amb l’energia dela càrrega perquè el radi R es mantingui fix. A més, la radiofreqüència s’adapta ala freqüència de revolució.
 Figura 9.3. Esquema bàsic d’un sincrotró. (1) Font de partícules. (2) Accelerador linealinjector. (3) Preaccelerador. (4) Línia de transferència al sincrotró acumulador. (5)Imants dipolars de curvatura. (6) Cavitat acceleradora de radiofreqüència. (7, 8) Imantsde correcció com a quadrupols i sextupols
 Els anells d’emmagatzematge són una variant dels sincrotrons en els qualscirculen les càrregues i es mantenen a la mateixa energia. A cada volta la càrregarep un impuls per compensar les pèrdues d’energia per radiació (vegeu l’apartat11.3).
 9.2 Moviment en un camp magnètic no uniforme
 En general els camps ~E i ~B no són uniformes. Llavors les equacions del movi-ment no es poden resoldre exactament i s’ha de recórrer als mètodes d’integració
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 aproximada. Aquest és el cas del moviment de les càrregues en un sincrotró real,dels electrons en un microscopi electrònic, etc.
 Tot seguit estudiarem amb un cert detall l’efecte mirall magnètic, per l’interèsde les seves aplicacions. Considerem un camp magnètic lleugerament no uniforme,que podrem aproximar per:
 ~B = ~B0 +~b ,
 un camp uniforme ~B0 = B0 k en la direcció que prenem com a eix Z més unapertorbació |~b|≪B0.
 El moviment d’una càrrega en aquest camp magnètic es pot descriure en pri-mera aproximació per la trajectòria helicoïdal que hem vist a la secció 9.1.2 i queresulta de la composició de dos moviments:
 (a) un de rotació al voltant de l’eix Z amb velocitat angular ωL i radi ρ =v0⊥/ωL, i
 (b) l’altre de deriva al llarg de l’eix Z a la velocitat constant v0‖,
 on v0⊥ i v0‖ són els components de la velocitat inicial v0 transversal i longitudinalrespecte a ~B0, respectivament.
 Prop de l’eix de l’hèlix, que prendrem com a eix Z d’un sistema de coordenadescilíndriques, la pertorbació ~b es pot expressar així:
 ~b = b3~z + b1~ρ+ b2~ϕ+ O(2) ,
 on b1, b2 i b3 són constants, ~ρ = (x, y, 0), ~ϕ = (−y, x, 0), ~z = (0, 0, z) i O(2) voldir termes quadràtics en les variables z i ρ =
 √
 x2 + y2.La pertorbació ~b no pren qualsevol valor, ja que el camp magnètic ~B ha de
 satisfer ∇ · ~B = 0 (sempre) i també ∇× ~B = 0 (en absència de corrents). D’aquíse segueix que:
 ~b = −2b1zk + b1~ρ+ O(2) . (9.15)
 Per tant, en regions d’una dimensió L prou petita (L≪|B0/b1|), podrem negligirels termes de segon ordre.
 Com que el camp magnètic no és uniforme, el moviment de deriva en la direccióZ té una acceleració:
 d2z
 dτ2= k · d~v
 dτ=
 q
 m
 (
 ~v × ~B)
 · k ≈ q
 m~b ·(
 k × ~v0
 )
 i, d’acord amb (9.15), tenim que:
 d2z
 dτ2≈ q2B0ρ
 2
 m2b1 . (9.16)
 Així,
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 Figura 9.4. Moviment d’una càrrega en un camp magnètic lleugerament no uniforme:(a) quan el camp es fa més intens d’acord amb la deriva del moviment helicoïdal i (b)quan es fa menys intens
 (a) si b1 < 0, tenim un espectre de línies de camp magnètic com la de la figura9.4.a i z < 0, mentre que
 (b) si b1 > 0, tenim un espectre de línies de camp magnètic com la de la figura9.4.b i z > 0.
 En el cas (a), una càrrega amb velocitat inicial z0 = v0‖ > 0 experimenta unafrenada constant a mesura que avança cap a regions en què el camp és més intens.En el cas (b), si la deriva inicial és z0 = v0‖ < 0, també és frenada a mesura queva cap a regions en què la densitat de línies d’inducció és més gran.
 Si la deriva de la càrrega en el seu moviment helicoïdal l’aproxima a unaregió en què el camp magnètic és més intens —més densitat de línies de camp—aquest moviment de deriva es frena. Fins i tot es pot arribar a invertir i llavors elmoviment helicoïdal de la càrrega té una deriva en sentit invers. Aquest efecte nodepèn del signe de la càrrega q i es coneix amb el nom de mirall magnètic.
 Aquesta és, de forma simplificada, la dinàmica de les partícules carregadesque incideixen sobre la Terra procedents del Sol. El camp magnètic terrestre,més intens prop de la superfície terrestre, impedeix que la major part d’aquestescàrregues hi arribi i les atrapa en els anomenats cinturons de Van Allen.
 Una combinació de dos miralls magnètics és també el fonament de les ampollesmagnètiques, emprades en el confinament magnètic del plasma en un reactor defusió.
 9.3 Formulació lagrangiana i hamiltoniana
 Si negligim els efectes associats a la radiació que tractarem en el capítol 10, l’e-quació (9.1), o la seva forma covariant (9.2), és suficient per descriure el movimentgeneral d’una partícula de prova en un camp electromagnètic extern. Tanmateix,
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222 Capítol 9. Càrregues en un camp electromagnètic
 i pensant en desenvolupaments teòrics més avançats, com ara la formulació d’unateoria quàntica i de la mecànica estadística, és útil trobar els formalismes lagrangiài hamiltonià corresponents a aquestes equacions de moviment. Aquests formalis-mes ens permetran també usar mètodes d’integració de la mecànica clàssica comara les lleis de conservació i la teoria de pertorbacions.
 9.3.1 Lagrangiana d’una càrrega puntual
 La derivació de les equacions del moviment (9.1) a partir d’una lagrangiana sesimplifica si les escrivim com a:
 d
 dt(mγ~v) − q ~E − q~v × ~B = 0 , (9.17)
 on ~E(~x, t) i ~B(~x, t) poden dependre de la posició i el temps.La lagrangiana que busquem és una funció L(~x,~v, t), de la qual s’han de derivar
 les equacions (9.17) per mitjà de l’operador d’Euler- Lagrange:
 E i[L] ≡
 d
 dt
 (
 ∂
 ∂vi
 )
 − ∂
 ∂xi
 L = 0 .
 És obvi que si descomponem la lagrangiana en dues parts: L = L0(~v)+q L1(~x,~v, t),on L0(~v) = −mc2
 √
 1 − v2/c2 és la lagrangiana de la partícula lliure (5.70), llavorsla part que dóna compte de la interacció ha de complir:
 E i[L1] = −Ei − (~v × ~B)i . (9.18)
 Si ara utilitzem les relacions (8.34) i (8.35) entre els camps ~E i ~B, i els potencials~A i φ, tindrem que:
 −Ei − (~v × ~B)i = ∂iφ+ ∂tAi − [~v × (~∇× ~A)]i
 =d
 dtAi(~x, t) −
 ∂
 ∂xi
 [
 ~v · ~A(~x, t) − φ(~x, t)]
 d’on se segueix que:L1(~x,~v, t) = ~v · ~A(~x, t) − φ(~x, t)
 és una solució de (9.18).En conseqüència, les equacions de moviment d’una càrrega puntual es poden
 derivar de la lagrangiana:
 L(~x,~v, t) = −mc2√
 1 − v2/c2 + q[
 ~v · ~A(~x, t) − φ(~x, t)]
 . (9.19)
 Convé notar que aquesta funció i la lagrangiana no relativista per al mateix pro-blema només difereixen en els termes d’energia cinètica: −mc2
 √
 1 − v2/c2 en el
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 cas relativista i mv2/2 en el cas no relativista. Els termes d’interacció són elsmateixos en tots dos casos.
 La lagrangiana (9.19) no és un escalar de Lorentz perquè el paràmetre t no hoés. Encara que l’acció que se’n deriva sí que ho és, com hem vist a (5.8.1). Laforma covariant de la lagrangiana es pot obtenir canviant el paràmetre t per unparàmetre invariant λ i obtenim:
 L∗ = Ldt
 dλ,
 que, substituït a (9.19) i usant (8.36) ens porta a:
 L∗(x, x) = −mc√
 −ηµν xµxν + q Aµ(xρ)xµ , (9.20)
 on el punt indica la derivada respecte al paràmetre invariant λ. Com ja hem notata la secció 8.4, el potencial Aµ(x) que descriu una situació física no és únic. Latransformació de galga (8.38) dóna un quadripotencial, Aµ = Aµ +∂µf , físicamentequivalent per a qualsevol f(x). La lagrangiana corresponent, L∗, diferirà de lalagrangiana (9.20) en:
 L∗ − L∗ = q (Aµ −Aµ)xµ = q∂µfxµ =
 d
 dλ[q f(x)]
 (una derivada total respecte del paràmetre λ). Per tant, les lagrangianes L∗ i L∗
 són dinàmicament equivalents.
 9.3.2 Formalisme hamiltonià
 Per evitar els problemes que comporta la transformació de Legendre per auna lagrangiana singular com ara la (9.20), com ja hem comentat a la secció (5.8)construirem el formalisme hamiltonià a partir de la lagrangiana no covariant (9.19).La transformada de Legendre defineix el moment conjugat de la coordenada xi coma:
 Pi =∂L
 ∂vi= mγvi + qAi(~x, t) . (9.21)
 (Notem que el moment Pi no coincideix ara amb el component i-èsim de la quan-titat de moviment.)
 La hamiltoniana s’obté d’aïllar les variables vi(~P , ~x, t) de les equacions anteriorsi substituir-les en:
 H =3∑
 i=1
 vi ∂L
 ∂vi− L(~x,~v, t) = mγc2 + qφ . (9.22)
 Per obtenir γ en funció de ~P utilitzarem la identitat γ2(1 − v2/c2) = 1, de laqual se segueix que:
 γ =
 √
 1 +1
 c2γ2v2 .
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 D’altra banda, de la transformació de Legendre (9.21) tenim:
 γ2v2 =1
 m2
 (
 ~P − q ~A)2
 ,
 de manera que, substituint aquestes igualtats en (9.22), arribem fàcilment a:
 H =
 √
 c2(
 ~P − q ~A)2
 +m2c4 + qφ. (9.23)
 Les equacions de Hamilton
 dxi
 dt=∂H
 ∂Pi=
 c2(P i − qAi)√
 c2(~P − q ~A)2 +m2c4,
 dPi
 dt= −∂H
 ∂xi=
 qc2(~P − q ~A) · ∂i~A
 √
 c2(~P − q ~A)2 +m2c4− q∂iφ ,
 (9.24)
 són equivalents a les equacions de moviment (9.1) i es poden expressar en formagenèrica en termes dels parèntesis de Poisson. Així, per a qualsevol f(~x, ~P , t)tenim:
 df
 dt= f,H + ∂tf , (9.25)
 on el parèntesi de Poisson està definit per (5.84).
 9.3.3 Moviment en un camp elèctric central
 Com a exemple de la utilitat d’aquests formalismes de la mecànica clàssicaresoldrem el moviment d’una partícula en un camp elèctric central coulombià. Enaquest cas el camp magnètic és nul i el camp elèctric és el gradient (canviat designe) d’un potencial estàtic central:
 φ =Q
 4πǫ0 |~x|. (9.26)
 El potencial vector és nul, ~A = 0, i la lagrangiana (9.19) és:
 L = −mc√
 c2 − v2 − α
 |~x| on α =qQ
 4πǫ0. (9.27)
 Com que aquesta lagrangiana és invariant per rotacions d’espai, pel teorema deNoether es conservarà el moment angular
 ~l = ~x×mγ~v. (9.28)
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 Per això la direcció ortogonal a ~x i ~v serà sempre la mateixa, la trajectòria tindràlloc en un pla que triarem com el plaXY . Dit en altres paraules: donades la posiciói la velocitat inicials, ja queda determinat el pla on tindrà lloc el moviment.
 Prendrem els eixos de manera que l’eix Z sigui paral.lel a ~x0 × ~v0. Si uti-litzem les coordenades polars cilindríques corresponents a aquests eixos, tenim~x = (r cosϕ, r sinϕ, 0), on ja s’ha tingut en compte que la trajectòria té lloc en elpla XY . En aquestes coordenades la lagrangiana (9.27) s’escriu així:
 L = −mc√
 c2 − r2 − r2ϕ2 − α
 r. (9.29)
 La coordenada ϕ és cíclica i porta associada la integral de moviment
 l =∂L
 ∂ϕ=
 mcr2ϕ√
 c2 − r2 − r2ϕ2, (9.30)
 que és el mòdul del moment angular (9.28).A més, com que L no depèn explícitament de t, l’energia
 E = r∂L
 ∂r+ ϕ
 ∂L
 ∂ϕ− L =
 mc3√
 c2 − r2 − r2ϕ2+α
 r(9.31)
 també és una integral de moviment.Si combinem (9.30) i (9.31), podrem aïllar ϕ i r en funció de les constants E i
 l. Així tenim:
 ϕ =lc2
 r2
 (
 E − α
 r
 )−1
 , (9.32)
 r = ±c√
 1 −(
 m2c4 +l2c2
 r2
 )
 (
 E − α
 r
 )−2
 . (9.33)
 D’aquesta manera el problema ha quedat reduït a quadratures. En efecte, de(9.33) tenim:
 t = ±∫ r
 r0
 dr
 c
 √
 1 −(
 m2c4 + l2c2
 r2
 ) (
 E − αr
 )−2, (9.34)
 on haurem de prendre ± alternativament segons que r augmenti o disminueixi, ésa dir, segons si la càrrega s’allunya o s’acosta al centre del camp coulombià.
 Per determinar la forma geomètrica de la trajectòria fem el quocient de (9.33)i (9.32) i tenim:
 r′ =dr
 dϕ= ±r
 2
 lc
 √
 (
 E − α
 r
 )2
 −(
 m2c4 +l2c2
 r2
 )
 . (9.35)
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 9.4 Partícula amb moment magnètic
 Ja hem comentat a la secció 5.6 que representar un cos carregat per una càrregapuntual pot resultar de vegades una simplificació excessiva. En aquests casos hemde pensar en una distribució de càrrega en una regió de l’espai que és petita sila comparem amb les distàncies a altres cossos i, a més de la càrrega i la massatotals, hem de representar el cos pel moment dipolar elèctric ~l i el moment dipolarmagnètic ~m.
 El model clàssic més senzill consisteix a considerar el cos en el sistema ins-tantàniament comòbil S†
 τ com una esfera rígida, amb una distribució simètrica decàrrega, i així ~l† = 0. Aquesta distribució de càrrega, animada del moviment derotació associat a l’spin ~s†, dóna lloc a un corrent en el sistema S† que es manifestaen el moment magnètic:
 ~m† = gq
 2m~s† , (9.36)
 on gq/2m s’anomena raó giromagnètica i depèn de la distribució de càrrega i lamassa en el model d’esfera rígida.
 La relació anterior es pot prendre també com una llei fenomenològica que valper a partícules carregades més enllà de la validesa del model mecànic rígid quehem usat per justificar-la. Així, és vàlida per a partícules subatòmiques com aral’electró i el protó i també per al neutró, tot i que en aquest cas es tracti d’unapartícula neutra. En aquests casos, el factor g de la raó giromagnètica es potexplicar en el marc de l’electrodinàmica quàntica i els valors mesurats són:1
 ge = 2, 0023193043738(82), gp = 2, 792847337(29), gn = −1, 91304272(45).
 En un camp magnètic extern, una partícula amb moment magnètic experimen-tarà un parell de moment no nul i, per tant, el moment angular de spin variaràd’acord amb l’equació (5.57) amb Nµ 6= 0.
 Per determinar el valor d’aquest moment extern, suposarem que en un sistemainercial S†
 τ instantàniament comòbil amb la partícula val la llei newtoniana:
 ~N † = ~m† × ~B† (9.37)
 i N4† = 0, tal com es desprèn de l’equació (5.51). D’acord amb l’equació (5.57),Nµ ha de ser un quadrivector i estarà totalment determinat per els seus quatrecomponents en el sistema S†
 τ . D’altra banda, segons es desprèn de (9.37), podremexpressar Nµ en funció del moment magnètic mµ i del tensor de Faraday F να.Un possible candidat seria la contracció Fµ
 νmν , perquè en S†
 τ té els componentsespacials que busquem:
 (
 F iνm
 ν)†
 = (F ij)
 †mj† =(
 ~m† × ~B†)i
 .
 1Hagiwara, K. et al., Particle Data Group, Phys. Rev., D 66, 010001 (2002).

Page 225
                        

9.4. Partícula amb moment magnètic 227
 Tanmateix, el component temporal no és nul
 (
 F 4νm
 ν)†
 = (F 4j)
 †mj† =1
 c~E† · ~m† 6= 0
 i per això l’hem de corregir i quedar-nos amb:
 Nµ = Fµνm
 ν +uµ
 c2uαFανm
 ν , (9.38)
 que sí que té els components demanats en el sistema instantàniament comòbil.Així, l’equació de moviment de l’spin (5.57) per a una partícula amb moment
 magnètic queda:
 dsµ
 dτ= Fµ
 νmν +
 uµ
 c2(bνs
 ν + uαFανmν) . (9.39)
 Si la relació entre el moment magnètic i l’spin és la (9.36), tindrem:
 dsµ
 dτ= g
 q
 2mFµ
 νsν +
 uµ
 c2
 (
 bν − gq
 2mFναu
 α)
 sν .
 I si finalment utilitzem l’equació del moviment (9.2) que ens dóna l’acceleraciópròpia d’una càrrega puntual, arribem a:
 dsµ
 dτ= g
 q
 2mFµ
 νsν +
 q
 m
 uµ
 c2sνFναu
 α(
 1 − g
 2
 )
 , (9.40)
 que es coneix com a equació de Bargman, Michel i Telegdi.2 Notem que sµsµ = 0i per tant sµsµ ≡ s2 és constant.
 Aquesta equació s’utilitza per predir l’evolució de l’spin en moltes situacionspràctiques de la física de partícules elementals. Per ser més precisos, el que s’u-tilitza és la variable polarització, que és el component de l’spin en la direcció delmoviment. Per a això considerarem un quadrivector unitari, ortogonal a uµ i ambla part espacial paral.lela a ~v (vegeu el problema 4.8):
 lµ = γ(v, β) , que compleix lµuµ = 0 , lµlµ = 1 .
 La polarització és el component de l’spin paral.lel a lµ.Com ja hem vist a la secció 5.6 l’spin sµ és ortogonal a uµ i es podrà expressar
 com a:sµ = s cosφ lµ + s sinφwµ ,
 on wµ és un quadrivector unitari en la direcció del component de l’spin ortogonala lµ. És obvi que: wµ = (w, 0) , amb w unitari i ortogonal a v. (Vegeu la figura9.5.)
 2Bargmann, V., Michel, L., i Telegdi, V. L., Phys. Rev. Lett., 2, 435 (1959).
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 lm
 sm
 wm
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 Figura 9.5. Representació de l’spin en l’espai de quadrivectors ortogonals a uµ. Elscanvis en φ signifiquen que la polarització varia. A més, el component ortogonal wµ pottenir un moviment de precessió
 Si tenim en compte que s és constant, l’evolució de la direcció de l’spin és:
 1
 ssµ = cosφ lµ + sinφ wµ − φ sinφ lµ + φ cosφwµ , (9.41)
 on φ dóna el canvi en la polarització i wµ dóna la precessió (cal tenir present queel canvi en w es produeix per la precessió i, si la direcció del moviment canvia,w s’ha de mantenir perpendicular a v). Si projectem aquesta equació sobre lµ,tenim:
 −φ sinφ =1
 ssµlµ + sinφwµ lµ ,
 on hem tingut en compte que wµlµ + wµ lµ = 0. Si ara derivem lµ, obtenimwµ lµ = ~b · w/v i, finalment, usant (9.40) i els components d’espai de (9.2) arribema:
 Ω1 ≡ 1
 γφ =
 q
 m
 [(
 gβ
 2− 1
 β
 )
 1
 cw · ~E −
 (g
 2− 1)
 ~B · (v × w)
 ]
 . (9.42)
 Per determinar la precessió de w al voltant de v, completem la base de qua-drivectors: uµ, lµ, wµ i tµ, amb tµ = (v × w, 0). Com que es tracta d’una baseortogonal i wµwµ = 1, tenim que:
 wµ =1
 c2(wρbρ)u
 µ − (wρ lρ)lµ + γΩ2t
 µ ,
 on Ω2 s’ha de determinar. (Si analitzem el component espacial de l’equació anteriorveiem com el primer terme de la dreta reflecteix el canvi de direcció de v, mentreque el segon està associat a la precessió.)
 Si ara utilitzem (9.41), arribem a:
 Ω2 =1
 γtµw
 µ =1
 sinφtµ
 [
 1
 ssµ − cosφlµ
 ]
 ,
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 que, si usem (9.40) i els components d’espai de (9.2), dóna finalment:
 Ω2 =q
 mcotφ
 [
 (g
 2− 1)
 ~B · w +
 (
 gβ
 2− 1
 β
 ) ~E
 c· (v × w)
 ]
 − gq
 2mγ~B · v .
 Alguns casos particulars interessants
 • ~E ‖ ~B ‖ v No canvia la polarització: Ω1 = 0 i té una precessió a Ω2 =g
 2ωL,
 on ωL és la freqüència de Larmor, (9.9).
 • ~E = 0 i ~B ⊥ v (Moviment circular)
 Ω1 =q
 m
 (
 1 − g
 2
 )
 ~B · (v × w) Ω2 =q
 mcotφ
 (g
 2− 1)
 ~B · w
 • ~E ‖ w, ~B = 0 No hi ha precessió: Ω2 = 0 i
 Ω1 =qE
 mc
 (
 gβ
 2− 1
 β
 )

Page 228
                        

230 Capítol 9. Càrregues en un camp electromagnètic
 Problemes
 9.1 Calculeu la força, en el sistema del laboratori, entre dos electrons que esmouen en trajectòries paral.leles separades 1 mm si: (a) cada un d’ells téuna energia cinètica d’1 eV i (b) cada un d’ells té una energia cinètica d’1milió de eV.(mec
 2 = 0, 511 MeV, e = 1, 6 · 10−19 C)
 9.2 Quant val l’acceleració newtoniana d2~x/dt2 d’una partícula de massa m icàrrega q en un camp electromagnètic, ~E i ~B.
 9.3 Una partícula de càrrega q i massa m es mou circularment amb un radiR en el si d’un camp ~B constant. (a) Determineu ~B en funció de q, m,R i la velocitat angular. La velocitat de la partícula és constant perquè elcamp magnètic no fa treball. No obstant això, un observador que es moguiperpendicularment a ~B no ho veu així. (b) Calculeu com depèn del tempsl’energia mesurada per aquest observador i comproveu que és compatibleamb el treball fet pel camp elèctric que apareix en el sistema de referènciade l’observador.
 9.4 Donada l’energia E , el radi de la circumferència i la massa d’una partículacarregada que es mou en el si d’un camp magnètic constant, demostreu quela freqüència angular es pot escriure
 ω =c
 RE√
 E2 −m2c4 .
 Quant val el camp magnètic necessari?
 9.5 En un accelerador de partícules lineal com el de l’apartat 9.1.5 una càrre-ga inicialment en repòs passa per una successió de tubs equidistants i depolaritat alternant (figura 9.1). Suposeu que entre cada parell de tubs hiha una diferència de potencial V i que la distància entre tubs és negligiblecomparada amb la seva longitud.
 (a) Si alternem la polaritat dels tubs amb una frequència constant ω, quinaha de ser la longitud del tub n-èsim perquè la partícula sempre siguiaccelerada en el mateix sentit en els espais entre els tubs.
 (b) Compareu les longituds dels tubs inicials (partícula no relativista) ambles longituds dels tubs finals quan la partícula és molt relativista iinterpreteu-ne els resultats.
 9.6 Una càrrega puntual q de massa m es mou en el laboratori en una regióen què hi ha uns camps elèctric ~E i magnètic ~B, perpendiculars entre si,estàtics, uniformes i tals que [c−1]| ~E| < | ~B|.
 (a) Passeu a un sistema de referència en què un dels dos camps s’anul.li.
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 (b) Solucioneu l’equació del moviment de la partícula en aquest sistema.(c) Doneu l’equació de la trajectòria en el laboratori.
 9.7 En un sistema de referència inercial tenim un condensador de longitud lorientat perpendicularment a l’eix OY . En l’instant t = 0 una partículade càrrega q i massa m, amb energia total E0 i quantitat de moviment ~p0
 dirigit segons l’eix OX , entra en el condensador. Sigui T el temps que trigala càrrega a travessar el condensador. Demostreu que:
 (a) En l’instant t < T l’energia es pot posar en la forma:
 E(t) = E0
 √
 1 + a2t2,
 on a és un paràmetre que depèn de q, E, E0 i c.(b) Expresseu els components de la velocitat ~v en funció del temps per a
 t < T .(c) Deduïu les equacions paramètriques de la trajectòria x(t) i y(t).(d) Expresseu T en funció de c, q, l, E i E0.(e) Determineu la desviació θ de la càrrega en sortir del condensador.
 9.8 En l’instant t = 0 una partícula de càrrega q i massa m és a l’origen d’unsistema de referència inercial, amb energia E0 i quantitat de moviment ~p0 enla direcció de l’eix Y . Hi ha un camp electromagnètic constant i uniforme,amb els vectors ~E i ~B paral.lels entre ells i perpendiculars a ~p0. Demostreuque:
 (a) El quadrat de l’impuls varia amb el temps segons la llei: p2 = p20 +
 q2E2t2.
 (b) L’energia varia com:
 E(t) = E0 cosh
 [
 E
 Bcθ(t)
 ]
 , on sinh
 [
 E
 Bcθ(t)
 ]
 =cqEt
 E0.
 (c) Demostreu que, si prenem l’eix OZ en la direcció dels camps ~E i ~B,llavors: p1 + ip2 = ip0 e
 −iθ .(d) Trobeu les equacions paramètriques x(θ), y(θ) i z(θ) de la trajectòria
 de la partícula.
 9.9 Un accelerador lineal produeix un feix d’electrons amb una energia de 100MeV. El feix no és continu, sinó que està format per impulsos de duració25×10−12 s que contenen 3, 0 × 109 electrons cada un. A la sortida de l’ac-celerador, el feix té un radi de 5,0 mm i segueix un moviment rectilini iuniforme. Com que els electrons es repel.len, el feix s’anirà fent cada copmés ample (divergirà). Usarem un model simplificat en què cada impuls ésun cilindre que es mou longitudinalment en la direcció del seu eix, amb unadensitat de càrrega elèctrica interior uniforme.

Page 230
                        

232 Capítol 9. Càrregues en un camp electromagnètic
 (a) Calculeu la longitud, el radi i la densitat lineal de càrrega d’un impulsa la sortida de l’accelerador, en el sistema comòbil amb els electrons.
 (b) Per determinar la divergència del feix, estudiarem el moviment delselectrons de la superfície lateral del cilindre en el sistema S∗ comòbilamb el feix. Imagineu un cilindre infinit amb densitat lineal de càrregafixa. Quina força actua sobre un electró posat a una distància r del’eix? Si l’electró està inicialment en repòs a una distància r0, integreul’equació de moviment per saber quant triga a arribar a una distànciar1. (Suposeu que el moviment de l’electró a S∗ és no relativista).
 (c) Utilitzeu aquests resultats per determinar quant triga un impuls a tenirun radi de 2 cm des que ha sortit de l’accelerador. És correcte suposarque el moviment de l’electró en S∗ és no relativista?
 (Dades: me = 0, 511 MeV, e = 1, 6 · 10−19 C, 1/(4πǫ0) = 9 · 109 N m2/C2)
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Capítol 10
 Solució de les equacions de Maxwell
 Ens plantegem trobar el camp electromagnètic produït per una distribucióconeguda de càrregues i corrents. Utilitzarem les equacions del potencial electro-magnètic en la galga de Lorenz perquè són particularment simples. Suposaremque els valors del quadripotencial electromagnètic a qualsevol punt de l’espai sónconeguts per a un instant inicial.
 10.1 Problema de valors inicials. Funció de Green
 En la galga de Lorenz (8.40) el quadripotencial electromagnètic Aµ satisfàl’equació (8.41)
 ∂ν∂νAµ = −µ0j
 µ , (10.1)
 juntament amb la condició de galga (8.40): ∂µAµ = 0 . Trobarem primer la
 solució general de l’equació (10.1) i després en seleccionarem aquelles que satisfanla condició de galga de Lorenz.
 Es tracta de quatre equacions diferencials en derivades parcials que tenen l’a-vantatge d’estar desacoblades —cada component Aµ obeeix una equació que nodepèn dels altres components— i cada equació es pot resoldre independentmentde la resta. A més, totes quatre tenen la mateixa forma:
 1
 c2∂2
 tA− ~∇2A = µ0j , (10.2)
 amb j(~x, t) donada i la incògnita és A(~x, t).Aquesta darrera és una equació d’ona lineal (la incògnita només apareix elevada
 a la primera potència) i inhomogènia, per la presència del terme independent j. Elconjunt de solucions és molt ampli: si a una solució particular de (10.2) li sumemqualsevol solució de l’equació homogènia, obtenim una nova solució de l’equacióinhomogènia.
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234 Capítol 10. Solució de les equacions de Maxwell
 10.1.1 Solucions de l’equació d’ona
 Per entendre la gran varietat de solucions d’aquesta equació i fer-se una ideade quines dades calen per seleccionar-ne una, és útil pensar en el model mecànicsegüent. Considerem un medi continu que ompli l’espai i indiquem cada puntdel medi pel lloc de l’espai que ocupa, ~x. Imaginem que A(~x, t) dóna el «des-plaçament» d’una certa magnitud física que varia independentment a cada punt.Tindrem, doncs, un sistema mecànic amb una infinitat de graus de llibertat, unper a cada punt ~x de l’espai. Suposem que l’evolució d’aquest sistema mecànic ésgovernada per l’equació (10.2), que ara escriurem així:
 ∂2tA(~x, t) = c2 ~∇2A(~x, t) + c2µ0j(~x, t) . (10.3)
 Si a cada grau de llibertat li atribuïm una «massa» unitat, podem llegir el primermembre d’aquesta equació com a producte de la massa del grau de llibertat ~xper la seva «acceleració» ∂2
 tA(~x, t). Per la seva banda, el primer terme del segonmembre, c2 ~∇2A(~x, t), depèn dels desplaçaments relatius del grau de llibertat ~x iels seus veïns ~x+ d~x en l’instant t, i es pot interpretar com una força d’interaccióentre veïns, mentre que l’últim terme, c2µ0j(~x, t), es pot interpretar com una accióexterior.
 Així doncs, podem mirar l’equació (10.3) com l’expressió de la segona llei deNewton per a cada grau de llibertat d’aquest medi continu. Extrapolant el quesabem de mecànica newtoniana, l’evolució del sistema A(~x, t) queda completamentdeterminada si coneixem els valors inicials del «desplaçament» A(~x, 0) i de la«velocitat» ∂tA(~x, 0) per a cada grau de llibertat.
 Trobar la solució de (10.2) per a unes dades inicials conegudes:
 A(~x, 0) = u(~x) , ∂tA(~x, 0) = v(~x) , (10.4)
 és el que es coneix com a problema de Cauchy o de dades inicials.1
 En la majoria de casos que ens interessaran, j(~x, t) = 0, per a |~x| més gran queuna certa fita superior, és a dir, les càrregues i els corrents estaran confinats a unvolum finit. Per tant, la seva transformada de Fourier:
 (~k, t) =
 ∫
 R3
 d3x
 (2π)3/2ei~k·~xj(~x, t) (10.5)
 estarà ben definida. A partir d’ara, f indicarà la transformada de Fourier de lafunció f (vegeu l’apèndix C).
 Si introduïm la transformada de Fourier de la incògnita:
 A(~k, t) =
 ∫
 R3
 d3x
 (2π)3/2ei~k·~xA(~x, t) , (10.6)
 1No ens plantejarem aquí altres tipus de problemes, com ara el problema mixt, que corres-pondria a conèixer els valors inicials de A i la derivada temporal en un recinte tancat i també Ai la derivada normal sobre la frontera.
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10.1. Problema de valors inicials. Funció de Green 235
 i transformem l’equació (10.2) per mitjà de les relacions (C.3) i (C.5)
 −i~kA(~k, t) =
 ∫
 R3
 d3x
 (2π)3/2ei~k·~x~∇A(~x, t) i
 ∂tA(~k, t) =
 ∫
 R3
 d3x
 (2π)3/2ei~k·~x∂tA(~x, t) .
 Llavors la transformada de Fourier A(~k, t) ha de satisfer l’equació:
 1
 c2∂2
 t A+ ~k2A = µ0 . (10.7)
 Per la seva banda, les dades inicials (10.4) esdevenen
 A(~k, 0) = u(~k) , ∂tA(~k, 0) = v(~k) . (10.8)
 A l’equació (10.7) hi intervenen també derivades parcials de les incògnitesA(~k, t), però només les temporals, i per a cada ~k fix tenim una equació diferencialordinària, lineal, de segon ordre i no homogènia, que depèn dels tres paràmetres~k = (k1, k2, k3). A diferència de (10.2) en què, a més de les derivades temporals,intervenen les derivades parcials espacials ∂i.
 Notem que la simplificació del problema que hem aconseguit en substituir lesincògnites A(~x, t) per la transformada de Fourier A(~k, t) és anàloga a la que s’a-consegueix en el problema d’un sistema d’oscil.ladors acoblats en substituir lesposicions de cada un pels modes normals d’oscil.lació.
 Per a cada valor fixat de ~k tindrem unes dades inicials (10.8) que determinaranuna única solució:
 A(~k, t) = µ0c2
 ∫ t
 0
 dt′ (~k, t′)sin[ω(t− t′)]
 ω+
 sin(ωt)
 ωv(~k) + cos(ωt)u(~k) (10.9)
 amb ω = c|~k|. La solució A(~x, t) de l’equació (10.2) s’obté d’aplicar la transfor-mada inversa de Fourier
 A(~x, t) =
 ∫
 R3
 d3k
 (2π)3/2e−i~k·~xA(~k, t)
 a l’expressió anterior i, si tenim en compte la linealitat, podem aplicar-la perseparat a cada un dels tres termes del segon membre de (10.9).
 El problema ens portarà a calcular integrals del tipus:
 I0(~x, t) ≡∫
 R3
 d3k
 (2π)3/2
 sin(ωt)
 ωf(~k)e−i~k·~x
 I1(~x, t) ≡∫
 R3
 d3k
 (2π)3/2cos(ωt)f(~k)e−i~k·~x
 (10.10)
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236 Capítol 10. Solució de les equacions de Maxwell
 que es redueix a calcular només la primera perquè I1(~x, t) = ∂tI0(~x, t) . [Els detallsdel càlcul es poden trobar a l’apèndix C, equacions (C.23) i (C.24)]. Amb aixòarribem a:
 A(~x, t) = Au(~x, t) +Av(~x, t) +Aj(~x, t)
 amb
 Au(~x, t) =1
 4π
 ∫
 R3
 d3yu(~y)
 |~x− ~y| [δ′(ct− |~x− ~y|) − δ′(ct+ |~x− ~y|)]
 Av(~x, t) =1
 4πc
 ∫
 R3
 d3yv(~y)
 |~x− ~y| [δ(ct− |~x− ~y|) − δ(ct+ |~x− ~y|)]
 Aj(~x, t) =µ0c
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y|
 ∫ t
 0
 dt′ j(~y, t′) [δ(c(t− t′) − |~x− ~y|)−
 δ(c(t− t′) + |~x− ~y|)] ,
 on δ(s) és la funció de Dirac, que s’anul.la sempre que s 6= 0 (vegeu l’apèndix Cper a més detalls) i δ′(s) és la derivada de la funció δ(s).
 Les propietats de la funció δ ens permeten de simplificar el terme Aj , aixípodem integrar respecte a t′ i, segons que t sigui positiu o negatiu, tindrem doscasos:
 0 < t′ < t Llavors c(t − t′) + |~x − ~y| sempre és positiu i la segona δ del termeAj no contribuirà a la integral, i
 0 > t′ > t Llavors c(t− t′)− |~x−~y| sempre és negatiu i serà la primera δ la queno hi contribuirà.
 La integral en t′ del terme Aj dóna, doncs,
 Θ(±t− |~x− ~y|/c) 1
 cj(~y, t∓ |~x− ~y|/c) .
 Les mateixes consideracions relatives al signe de t valen per a les funcions δ delstermes Au i Av.
 De manera que finalment podrem escriure per al potencial electromagnètic (totrecuperant els quatre components):
 Aν(~x, t) =µ0
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| jν(~y, t∓ |~x− ~y|/c)Θ(±t− |~x− ~y|/c) (10.11)
 ± 1
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y|
 [
 1
 c∂tA
 ν(~y, 0) δ(ct∓ |~x− ~y|) +Aν(~y, 0)δ′(ct∓ |~x− ~y|)]
 El signe superior correspon a t > 0 i l’inferior a t < 0) on Θ(s) és la funció deHeaviside i val 0 si s és negatiu i 1 en cas contrari.
 En l’expressió (10.11) es veu clarament com el potencial Aν(~x, t) és la su-perposició del potencial produït pel corrent jν , d’una banda, i el potencial del
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 (~x, 0)
 ct
 xµ = (~x, ct)
 Γ(xµ)
 Σ−
 T1
 T2
 ~y
 x4
 S−
 Figura 10.1. Per a t > 0, només contribueixen a Aν(~x, t): el corrent jν(~y, t′) per a(~y, ct′) ∈ Σ− i els valors de les dades inicials sobre l’esfera S− = |~y − ~x| = ct
 camp electromagnètic lliure que resulta de l’evolució dels valors inicials Aν(~x, 0)i ∂tA
 ν(~x, 0), de l’altra. Aquest segon terme és una solució de les equacions deMaxwell lliures (sense càrregues ni corrents).
 La presència de les funcions δ i Θ en l’expressió (10.11) delimita quines partsde les dades inicials i del corrent contribueixen al potencial en el punt (~x, t) (talcom il.lustren els diagrames d’espaitemps de les figures 10.1 i 10.2). Pel que fa ales dades inicials Aν i ∂tA
 ν , només compten els valors en l’esfera |~y−~x| = c|t|, és adir, els esdeveniments yµ = (~y, 0) connectats amb xµ = (~x, ct) per un quadrivectorde tipus llum. Mentre que, pel que fa al corrent, si t > 0 (respectivament, t < 0),només contribueixen a Aν els valors de jν en els esdeveniments yµ = (~y, ct′) sobreel con de llum passat Γ−(xµ) i amb t′ > 0 (respectivament, con de llum futurΓ+(xµ) i amb t′ < 0 ).
 En el cas de la solució per a t > 0 aquest fet admet una interpretació causalsenzilla. El potencial Aν(~x, t) és la superposició dels efectes de dues causes: elsvalors inicials de Aν i de ∂tA
 ν , i els corrents jν(~y, t′). La informació de les causessembla haver-se propagat a velocitat c, per indicar el valor que ha de prendreAν al punt ~x en l’instant t. Semblaria com si els valors del quadricorrent a laintersecció del con de llum passat Γ− amb la branca T2 del tub de corrent a lafigura 10.1, en estar connectats causalment amb xµ, haurien de contribuir a Aν itanmateix aquesta aportació no és palesa a l’expressió (10.11). De fet, sí que hiés, però amagada en les dades inicials, que contenen tant l’aportació de potencialslliures aliens als corrents jν i que entren al sistema per l’infinit (les «parets» dellaboratori) com les dels potencials produïts pels corrents del mateix sistema en
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 (~x, 0)
 ct < 0xµ
 Γ+(xµ)
 T2
 T1
 Σ+
 ~y
 y4S+
 Figura 10.2. Per a t < 0, només contribueix al quadripotencial: el corrent j(~y, t′) per a(~y, ct′) ∈ Σ+ i els valors de les dades inicials sobre l’esfera S+ = |~y − ~x| = ct
 instants anteriors al que hem pres com a inicial, t = 0.Per contra, el cas t < 0, que correspon a un «problema de dades finals», no
 admet una interpretació causal tan òbvia.
 10.1.2 La condició de galga
 Tanmateix l’expressió (10.11) encara no resol del tot el problema del potencial.Hem de seleccionar aquelles solucions Aν(x) que satisfacin la condició de Lorenz,Λ = 0, amb:
 Λ ≡ ∂µAµ . (10.12)
 Si prenem la quadridivergència de (10.1), en resulta ∂µ∂µΛ = 0, és a dir:
 1
 c2∂2
 t Λ − ~∇2Λ = 0 ,
 una equació d’ona com la (10.2) homogènia, que acabem de resoldre. Del quehem vist a la secció anterior tenim que si prenem dades inicials Λ(~x, 0) = 0 i∂tΛ(~x, 0) = 0, llavors Λ(~x, t) s’anul.larà per a qualsevol t.
 La primera és una restricció directa sobre les dades inicials:
 Λ(~x, 0) ≡ 1
 c∂tA
 4(~x, 0) + ~∇ · ~A(~x, 0) = 0 . (10.13)
 Mentre que la segona es pot escriure així:
 ∂tΛ(~x, 0) ≡ 1
 c∂2
 tA4(~x, 0) + ~∇ · [∂t
 ~A(~x, 0)] = 0 ,
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 que, com que A4(~x, t) és solució de (10.2), ens porta a:
 ~∇ ·[
 ∂t~A+ c~∇A4
 ]
 (~x,0)
 + µ0cj4(~x, 0) .
 (10.14)
 Per tant, el potencial electromagnètic (10.11) satisfarà la condició de galga deLorenz sempre que les dades inicials satisfacin les restriccions (10.13) i (10.14).
 Notem que els valors de ~A(~x, 0) i de ∂t~A(~x, 0) es poden fixar arbitràriament.
 Pel que fa a la resta, ∂tA4(~x, 0) queda determinat per (10.13) i A4(~x, 0) s’obté de
 resoldre (10.14) que dóna l’equació de Poisson:
 ~∇2A4(~x, 0) =1
 c~∇ · ∂t
 ~A(~x, 0) .
 10.1.3 Propagadors
 L’expressió final (10.11) es pot posar en una forma més compacta per mitjàdel que s’anomena els propagadors: retardat (cas t > 0) i avançat (cas t < 0):
 DR(xµ) ≡ 1
 2πΘ(x4) δ(xνxν) i DA(xµ) ≡ 1
 2πΘ(−x4) δ(xνxν) . (10.15)
 En efecte, si usem la propietat (C.16) tenim que:
 δ(xνxν) = δ(−(x4)2 + |~x|2) =1
 2|~x| [δ(ct− |~x|) + δ(ct+ |~x|)] ,
 que, un cop substituïda en (10.15), dóna
 DR(~x, ct) =1
 4π|~x| δ(ct− |~x|) i DA(~x, ct) =1
 4π|~x| δ(ct+ |~x|) . (10.16)
 10.2 El potencial retardat
 Es tracta ara de saber quin és el potencial electromagnètic produït exclusi-vament per una distribució donada de càrregues, contingudes en un cert tub decorrent, és a dir, en el supòsit que no hi ha cap camp electromagnètic extern queincideixi sobre el sistema.
 Podríem pensar a formular aquesta condició com a limt→−∞Aµ(~x, t) = 0, peròaixò no expressaria bé el que volem, ja que com que la història de la distribucióde càrrega és infinita cap al passat i cap al futur, sempre hi haurà un potenci-al no nul. En el cas que les càrregues siguin lliures en l’infinit passat, és a dir,si limτ→−∞ zµ(τ) = uµ
 in, pel cap baix anirà acompanyada del seu propi potenci-al electromagnètic coulombià, Aµ
 coul. La condició d’absència de camps incidentss’expressarà per:
 limt→−∞
 Aµ(~x, t) = Aµcoul,in . (10.17)
 + µ0cj4(~x, 0) = 0 .
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 Si en lloc de donar les dades inicials per a t = 0 les haguéssim donat per at = t0, la solució per a t > t0 seria semblant a la (10.11):
 Aν(~x, t) =µ0
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y|jν(~y, t− |~x− ~y|/c)Θ(t− t0 − |~x− ~y|/c) +
 1
 4πc
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| ∂tAν(~y, t0) δ(c(t− t0) − |~x− ~y|) +
 1
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| Aν(~y, t0) δ
 ′(c(t− t0) − |~x− ~y|) .
 Prendrem com a potencial electromagnètic produït pel corrent jν la primeralínia de l’expressió anterior en el límit t0 → −∞:
 Aν(~x, t) =µ0
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| jν(~y, t− |~x− ~y|/c) , (10.18)
 on hem tingut en compte que Θ(t− t0−|~x−~y|/c) = 1 per a t0 suficientment petit.La justificació la donarem a la secció 11.1.1, en demostrar que en el cas d’una
 càrrega puntual que asimptòticament té moviment uniforme, aquest potencial téel límit coulombià (10.17). En l’apartat 8.3.2 hem trobat el camp creat per unacàrrega en moviment uniforme.
 10.3 Camps d’una font sinusoïdal localitzada
 Suposem que tenim una distribució de càrregues i corrents localitzada en uncert volum afitat per una esfera de radi d i que, a més, no hi ha radiació elec-tromagnètica incident sobre aquesta distribució. Hem vist que (10.18) dóna elquadripotencial com a funció del corrent.
 x
 V
 ~y
 z
 ~x
 ~x− ~y
 d
 Figura 10.3. Distribució de càrregues i corrents amb el sistema de referència adient perals desenvolupaments aproximats
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 Prendrem uns eixos coordenats amb l’origen dins de la distribució. La condicióde confinament l’expressarem com a:
 jν(~y, t) = 0 sempre que |~y| > d ,
 és a dir, fora de l’esfera de radi d no hi ha càrrega ni corrent.Donat el corrent jν(~y, t), primer l’analitzarem en freqüències i tindrem:
 jν(~y, t) =
 ∫ ∞
 −∞
 dω√2π
 eiωt ν(~y, ω) . (10.19)
 (Això equival a buscar la seva transformada de Fourier respecte al temps.) Sisubstituïm aquesta expressió a (10.18) i canviem l’ordre d’integració arribem a:
 Aν(~x, t) =
 ∫ ∞
 −∞
 dω√2π
 eiωt µ0
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| ν(~y, ω)e−iω|~x−~y|/c .
 Així, Aν també pot expressar-se com una superposició de components de diversesfreqüències:
 Aν(~x, t) =
 ∫ ∞
 −∞
 dω√2π
 eiωt Aν(~x, ω) , (10.20)
 amb Aν(~x, ω) definit per
 Aν(~x, ω) =µ0
 4π
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| ν(~y, ω) e−iω|~x−~y|/c . (10.21)
 Així, per a cada freqüència podem fer la integració per separat i després tro-bar la solució total per superposició dels components espectrals segons l’expressió(10.20). Noteu que, com que (10.1) és lineal i jν(~x, t) està descompost en freqüèn-cies (10.19), és com si cada component espectral del potencial Aν(~x, ω)eiωt, fosproduït pel component corresponent del corrent, ν(~x, ω)eiωt.
 A partir d’ara analitzarem cada component per separat. Així, suposarem queel quadricorrent és de la forma:
 jµ(~x, t) = Jµ(~x) eiωt , amb Jµ = ( ~J, cΨ) ,
 i el quadripotencial serà:
 Aµ(~x, t) = Aµ(~x) eiωt , amb A
 µ = (~A,Φ/c) ,
 on Aµ(~x) i Jµ(~x) tenen una relació semblant a la (10.21) entre Aν(~x, ω) i ν(~y, ω).
 Per tant, la dependència temporal del camp electromagnètic és:
 ~E(~x, t) = ~E(~x) eiωt i ~B(~x, t) = ~B(~x) eiωt
 i les equacions (8.34) i (8.35) ens permeten d’establir les relacions:
 ~B = ~∇× ~A , ~E = −iω~A − ~∇Φ .
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 Si substituïm (10.21) en aquestes relacions, tenim:
 ~B(~x) = −µ0
 4π
 ∫
 V
 d3y
 (
 ik +1
 |~x− ~y|
 )
 e−ik|~x−~y|
 |~x− ~y| n× ~J(~y) (10.22)
 ~E(~x) =1
 4πǫ0
 ∫
 V
 d3ye−ik|~x−~y|
 |~x− ~y|
 ([
 ik +1
 |~x− ~y|
 ]
 Ψ(~y)n− iω
 c2~J(~y)
 )
 . (10.23)
 on k = ω/c , n és el vector unitari en la direcció ~x− ~y, hem tingut en compte queµ0ǫ0 = c−2 i hem limitat la integració al volum V en què les densitats de càrregai corrent són diferents de zero.
 Les expressions (10.22) i (10.23) per al camp magnètic i el camp elèctric sónexactes i hi distingim dos tipus de termes, segons la dependència de la distància:els que disminueixen proporcionalment a 1/|~x−~y| i els que ho fan proporcionalmenta 1/|~x−~y|2. Això ens permet d’expressar cada un d’aquests camps com a suma dedos termes anomenats camp radiat o llunyà i camp induït o pròxim, respectivament:
 ~B = ~BI + ~BII i ~E = ~EI + ~EII .
 Així, tenim per als camps induïts:
 ~EI =1
 4πǫ0
 ∫
 V
 d3ye−ik|~x−~y|
 |~x− ~y|2 Ψ(~y) n ,
 ~BI = −µ0
 4π
 ∫
 V
 d3ye−ik|~x−~y|
 |~x− ~y|2 n× ~J(~y) , (10.24)
 i per als camps de radiació:
 ~EII =ikµ0c
 2
 4π
 ∫
 V
 d3ye−ik|~x−~y|
 |~x− ~y|
 (
 Ψ(~y)n−~J(~y)
 c
 )
 ,
 ~BII = − ikµ0
 4π
 ∫
 V
 d3ye−ik|~x−~y|
 |~x− ~y| n× ~J(~y) . (10.25)
 Si |~x−~y|≪1/k, tenim k/|~x−~y|≪1/|~x−~y|2, i dominen els camps induïts. Noteuque λ = 2π/k és la longitud d’ona corresponent a la freqüència angular ω, per tant,la condició anterior es dóna quan |~x−~y|≪λ/2π, és a dir, per a punts molt pròximsa la distribució de càrregues (en aquest cas, l’escala de proximitat la determinala longitud d’ona del component de la radiació considerada). L’equació (10.24)per a ~EI és la llei de Coulomb amb una fase de retard e−ik|~x−~y| a l’integrand il’expressió per a ~BI és la llei de Biot i Savart amb el mateix retard a la fase.
 Per contra, si |~x− ~y| ≫ 1/k, tenim k/|~x− ~y| ≫ 1/|~x− ~y|2 i dominen els campsde radiació.
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 10.3.1 Camps de radiació lluny de la font
 En punts ~x allunyats de la distribució de càrregues es compliran les dues desi-gualtats:
 (i) |~x− ~y| ≫ d , (ii) |~x− ~y| ≫ 1/k ,
 per a qualsevol punt ~y dins del volum V .De la segona condició tenim que dominen els camps de radiació i podem negligir
 els d’inducció. A més, la primera desigualtat ens permet aproximar la distància|~x− ~y| per la seva aproximació de Taylor de primer ordre (vegeu la figura 10.3):
 |~x− ~y| = r − r · ~y + O(r−1) , on r ≡ |~x|
 i r és el vector unitari en la direcció de ~x.Si tenim en compte també que n = r + O(r−1), obtenim la relació:
 e−ik|~x−~y|
 |~x− ~y| ≈ e−ikr
 r
 eikr ·y~
 on s’han negligit termes d’ordre r−2.Si utilitzem aquestes aproximacions a les expressions (10.25), obtenim per al
 camp magnètic:
 ~B = − iωµ0
 4πc
 e−ikr
 rr ×
 ∫
 V
 d3y eikr·~y ~J(~y) (10.26)
 i per al camp elèctric:
 ~E =icµ0ω
 4π
 e−ikr
 r
 (
 r
 ∫
 V
 d3~y eikr·~y Ψ(~y) −∫
 V
 d3y~J(~y)
 c
 )
 (10.27)
 on hem prescindit dels superíndexs II perquè en la regió que ens interessa elscamps d’inducció són negligibles.
 De la segona expressió es pot eliminar la dependència en la densitat Ψ. Enefecte, per a aquest component espectral l’equació de continuïtat diu:
 −iωΨ(~y) = ~∇ · ~J(~y) . (10.28)
 Una integració per parts permet d’escriure:∫
 V
 d3y eikr·~y ~∇ · ~J(~y) =
 ∫
 V
 d3y ~∇ ·(
 ~J(~y)eikr·~y)
 −∫
 V
 d3y ~∇(
 eikr·~y) · ~J(~y).
 El primer terme de la dreta és una integral d’una divergència que, pel teoremade Gauss, es pot convertir en una integral sobre la superfície que envolta el volumV i, com que sobre aquesta superfície el corrent ~J(~y) és nul, també serà nul.la
 eikr·y~ ,
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 aquesta primera integral. Per a la segona integral tenim ~∇(
 eikr·~y) = ikreikr·~y, iaixí la contribució de Ψ al camp elèctric és finalment:
 ∫
 V
 d3y eikr·~y Ψ(~y) =i
 ω
 ∫
 V
 d3y eikr·~y ~∇ · ~J(~y) =1
 cr ·∫
 V
 d3y eikr·~y ~J(~y) .
 Si tenim en compte la identitat vectorial r( ~J(~y) · r) − ~J(~y) = r × (r × ~J(~y)) isubstituïm l’expressió anterior a (10.27), arribem a:
 ~E =iωµ0
 4π
 e−ikr
 rr ×
 [
 r ×∫
 V
 d3y eikr·~y ~J(~y)
 ]
 . (10.29)
 Finalment, si ens adonem que en aquesta aproximació (10.21) el potencial vectorés:
 ~A =µ0
 4π
 e−ikr
 r
 ∫
 V
 d3y eikr·~y ~J(~y) , (10.30)
 a partir de (10.29) i (10.26) obtenim les expressions més breus:
 ~E = iω r × (r × ~A), ~B = − iωcr × ~A , (10.31)
 en les quals es manifesta la relació c~B = r× ~E, típica d’una ona que es propaga enla direcció radial r a velocitat c (vegeu la secció 12.1).
 Notem també que, si hi incloem la dependència temporal, tant ~E com ~B sónproporcionals a eiω(t−r/c)/r, com correspon a una ona esfèrica que es propaga avelocitat c.
 10.4 Aproximacions multipolars
 Aquestes aproximacions consisteixen a considerar els termes dominants de(10.30) quan la longitud d’ona és gran comparada amb les dimensions de la font.Aleshores la fase que intervé en l’integrand es pot aproximar per:
 eikr·~y ≈ 1 + ikr · ~y + · · · . (10.32)
 10.4.1 Radiació dipolar elèctrica
 El primer terme del desenvolupament esmentat dóna lloc a la radiació dipolarelèctrica. Es coneix amb aquest nom perquè només depèn del moment dipolarelèctric de la distribució de càrregues. Així, al primer ordre del desenvolupamentper al potencial vector (10.30) tenim:
 ~A =µ0
 4π
 e−ikr
 r
 ∫
 V
 d3y ~J(~y) .
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 Amb l’ajut de l’equació de continuïtat (10.28) podrem expressar la integraldel segon membre en funció del moment dipolar elèctric. En efecte, d’una bandatenim la identitat:
 ∂i(ykJ i) = Jk + yk ~∇ · ~J(~y)
 i, de l’altra, pel teorema de Gauss i el fet que ~J s’anul.la a la superfície A queenvolta V , tenim:
 ∫
 V
 d3y ∂i(ykJ i) =
 ∫
 Ad2AiJ
 i(~y) yk = 0 .
 Per tant, la integral del segon membre de més amunt serà:∫
 V
 d3~y ~J(~y) = −∫
 V
 d3y ~y (~∇ · ~J(~y)) ,
 que, usant l’equació de continuïtat (10.28), finalment dóna:∫
 V
 d3y ~J(~y) = iω~p ,
 on
 ~p ≡∫
 V
 d3y ~yΨ(~y) (10.33)
 és el component espectral del moment dipolar elèctric de la distribució de càrre-gues.
 El potencial vector és, doncs:
 ~A =iωµ0
 4π
 e−ikr
 r~p , (10.34)
 i, fent servir (10.31), tenim per als camps de radiació dipolars:
 ~B =µ0ω
 2
 4πc
 e−ikr
 r(r × ~p) , ~E = c~B × r . (10.35)
 La potència mitjana radiada P (θ, φ) en l’angle sòlid dΩ i en la direcció r ve donadapel flux mitjà del vector de Poynting a través de la superfície r2dΩr. D’acord amb(12.21) obtenim:
 dP (θ, φ)
 dΩ=
 µ0ω4
 32cπ2|r × ~p|2 . (10.36)
 Exemple 10.1 El dipol curt
 Consisteix en una antena lineal alimentada pel centre amb un corrent alternde freqüència fixada i que té una longitud molt més petita que la longitud d’onaλ = cω/2π .
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 Considerem una antena lineal com la de la figurai prenem els eixos coordenats de manera que OZsigui paral.lel a l’antena. Prendrem una densitatde corrent de la forma ~J = I(z)δ(x)δ(y) z amb
 I(z) = I0
 »
 1 − 2|z|d
 –
 que s’anul.la als extrems, I(±d/2) = 0.Si ara tenim en compte l’equació de continuïtat(10.28), la densitat de càrrega és:Ψ = ψ(z)δ(x)δ(y), amb ψ(z) = iI ′(z)/ω .De manera que el moment dipolar val ~p = pz,amb
 p =i
 ω
 Z d/2
 −d/2
 dz I ′(z) z =iI0d
 2ω.
 r
 −d/2
 x
 y
 z
 d/2
 θ
 A partir d’aquí, si substituïm ~p en les equacions (10.35) i (10.36), obtenim elscamps de radiació i la potència emesa. En particular, la potència radiada perunitat d’angle sòlid en la direcció θ i la potència total emesa són, respectivament:
 dP (θ)
 dΩ=cµ0(I0kd)
 2
 128π2sin2 θ i P =
 cµ0(I0kd)2
 48π.
 Que prova que per a longituds d’ona grans comparades amb d i per a una intensitatde corrent donada la potència emesa augmenta com el quadrat de la freqüència.
 Si el moment dipolar elèctric és nul, també s’anul.larà la radiació dipolar elèctri-ca. En aquest cas, haurem d’afinar l’aproximació i tenir en compte el segon termedel desenvolupament (10.32). El potencial vector (10.30) fins a aquest ordre és:
 ~A =iωµ0
 4cπ
 e−ikr
 r
 ∫
 V
 d3y (r · ~y) ~J(~y) . (10.37)
 Usant identitats vectorials, l’integrand es pot escriure de la manera següent:
 (r · ~y) ~J =1
 2
 [
 (r · ~y) ~J + (r · ~J)~y]
 +1
 2(~y × ~J) × r , (10.38)
 on el primer terme de la dreta és simètric sota l’intercanvi ~y ↔ ~J i el segon ésantisimètric. En substituir-los a (10.37) donen lloc a dues contribucions diferents:la dipolar magnètica i la quadrupolar elèctrica.
 10.4.2 Radiació dipolar magnètica
 És la que resulta de la contribució del terme antisimètric de (10.38) al potencialvector (10.37):
 ~A =−iωµ0
 8cπ
 e−ikr
 rr ×
 ∫
 V
 d3y[
 ~y × ~J(~y)]
 .
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 La integral del segon membre està relacionada amb el moment dipolar magnètic−→m. En efecte, la imantació associada al corrent és
 −→M = 12~y × ~J(~y) i el moment
 magnètic és la suma de les imantacions:
 −→m =
 ∫
 V
 d3y−→M(~y) . (10.39)
 Per tant, la contribució del terme antisimètric de (10.38) al potencial vector és:
 ~A =−iωµ0
 4cπ
 e−ikr
 rr ×−→m . (10.40)
 I fent servir (10.31), tenim per a la contribució als camps:
 ~B =ω2µ0
 4c2π
 e−ikr
 rr × (r ×−→m) i ~E =
 ω2µ0
 4πc
 e−ikr
 r(r ×−→m) . (10.41)
 Notem com aquestes expressions coincideixen amb les de la radiació dipolar elèc-trica (10.35) si fem els canvis:
 ~E → c~B , c~B → −~E i −→m → c~p .
 L’única diferència amb el cas dipolar elèctric és la polarització: el camp magnèticradiat per un dipol elèctric oscil.lant està polaritzat en el pla determinat pels vec-tors ~p i r, mentre que el camp elèctric radiat per un dipol magnètic està polaritzaten el pla perpendicular a −→m i r.
 Exemple 10.2 Potència radiada per un imant que gira
 Considerem un dipol magnètic que gira amb veloci-tat angular ω al voltant de l’eix Z, tal com mostra lafigura. El moment dipolar varia segons:−→m(t) = (m0 cosωt,m0 sinωt,m1) , ambm0 im1 cons-tants, i es pot expressar com a:
 −→m =1
 2−→m0 e
 iωt +1
 2−→m∗
 0 e−iωt + −→m1
 amb −→m0 = (m0,−im0, 0) i −→m1 = (0, 0, m1). És a dir,tres components espectrals: un d’estàtic i els altresdos de freqüències +ω i −ω. Els moments dipolarsmagnètics respectius són −→m1, −→m0 i −→m∗
 0.
 m0
 m1
 −→m
 x
 y
 z
 ωt
 θ
 Els camps de radiació són la superposició de les contribucions de cada freqüènciai, si apliquem (10.41), tenim que el component estàtic no contribueix i que
 ~E(~x, t) =1
 2~E0 e
 iωt +1
 2~E∗
 0 e−iωt ~B(~x, t) =
 1
 2~B0 e
 iωt +1
 2~B∗
 0 e−iωt
 amb~E0 =
 ω2µ0
 4πc
 e−ikr
 r(r ×−→m0) i ~B0 =
 1
 cr × ~E0 . (10.42)
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 El vector de Poynting és:
 ~S =1
 µ 0
 ~E × ~B =1
 2µ0Re“
 ~E0 × ~B0 e2iωt + ~E0 × ~B∗
 0
 ”
 ,
 que, si tenim en compte (10.42), dóna:
 ~S =ω4µ0
 32π2c3r2rRe
 h
 (r ×−→m0)2 e2iω(t−r/c) + (r ×−→m0) · (r ×−→m∗
 0)i
 .
 Com que tenim:
 (r ×−→m0)2 = −→m2
 0 − (r−→m0)2 = m2
 0 sin2 θe−2iϕ i
 (r ×−→m0)(r ×−→m∗0) = m2
 0(1 + cos2 θ)
 arribem finalment a:
 ~S =ω4µ0m
 20
 32π2c3r2rˆ
 − sin2 θ cos(2ω(t− r/c) − ϕ) + 1 + cos2 θ˜
 ,
 que és la suma d’un component fix proporcional a 1+cos2 θ i un component periòdicd’amplitud proporcional a sin2 θ i de període la meitat del període de rotació deldipol.
 10.4.3 Radiació quadrupolar elèctrica
 És la que resulta de la contribució del terme simètric de (10.38) al potencialvector. Abans de fer la substitució a la integral del segon membre de (10.37),tindrem en compte la identitat següent:
 ~∇· (ykyi ~J(~y)) = ~J(~y) · ~∇(ykyi)+ ykyi~∇· ~J(~y) = J i(~y)yk +Jk(~y)yi + ykyi~∇· ~J(~y) ,
 que, un cop integrada a tot el volum V de la distribució de càrregues, usant elteorema de Gauss i tenint en compte que a la superfície que envolta V el corrents’anul.la, ens porta a:
 ∫
 V
 d3~y J i(~y) yk +
 ∫
 V
 d3y Jk(~y) yi = −∫
 V
 d3y ykyi ~∇ · ~J(~y).
 Si ara usem l’equació de continuïtat (10.28) i ho contraiem amb ri, obtenim:
 1
 2
 [∫
 V
 d3y (r · ~J(~y)) yk +
 ∫
 V
 d3y Jk(~y)(r · ~y)]
 = iω
 2
 ∫
 V
 d3y yk(r · ~y)Ψ(~y) .
 Així, la contribució de la part simètrica de (10.38) al potencial vector (10.37)queda:
 ~A = −ω2µ0
 8cπ
 e−ikr
 r
 ∫
 V
 d3y ~y(r · ~y)Ψ(~y) . (10.43)
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 La integral està relacionada amb el tensor moment quadrupolar elèctric:
 Qij ≡∫
 V
 d3y (3yiyj − ~y2δij)Ψ(~y) . (10.44)
 En efecte, la contracció amb r dóna:
 Q(r) ≡ 3
 ∫
 V
 d3y ~y(~y · r)Ψ(~y) − r
 ∫
 V
 d3y ~y2Ψ(~y) ,
 d’on s’obté fàcilment que:
 r ×∫
 V
 d3y ~y(r · ~y)Ψ(~y) =1
 3r × Q(r) .
 L’expressió dels camps radiats per un quadrupol elèctric oscil.lant se segueiximmediatament de substituir (10.43) en (10.31):
 ~B = − iω3µ0
 24c2π
 e−ikr
 rr × Q(r) ,
 ~E = − iω3µ0
 24cπ
 e−ikr
 r(r × Q(r)) × r . (10.45)
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 Problemes
 10.1 Demostreu que l’equació d’ona en una dimensió
 ∂2ψ
 ∂x2− 1
 c2∂2ψ
 ∂t2= 0
 amb les condicions de contorn ψ(0, t) = f(t) i ∂ψ(0, t)/∂x = F (t) té com asolució general:
 ψ(x, t) =1
 2
 (
 f(t− x/c) + f(t+ x/c) + c
 ∫ t+x/c
 t−x/c
 F (t′)dt′)
 .
 10.2 Trobeu el moment quadrupolar d’un el.lipsoide carregat uniformement res-pecte al seu centre.
 10.3 Trobeu el moment quadrupolar de dos anells concèntrics de radis a i b, a > b,coplanaris amb càrregues q i −q respectivament.
 10.4 Trobeu la radiació dipolar d’un dipol que gira en un pla amb velocitat angularconstant.
 10.5 Es té una distribució de dipols idèntics amb moment dipolar ~p dirigit segonsl’eix de les z situats en els punts (sλ/2, 0, 0) amb s = −3, . . . , 3, s ∈ Z.Determineu la distribució angular de la radiació amb longitud d’ona λ sitots estan excitats en fase.
 10.6 Determineu la distribució angular de la radiació emesa per un sistema decàrregues que es mouen alhora amb velocitat uniforme v si coneixem ladistribució en el sistema que estan en repòs.
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Capítol 11
 Radiació per càrregues en moviment
 11.1 El camp electromagnètic d’una càrregapuntual
 A la primera part del capítol 10 hem donat raons que justifiquen que la solucióretardada de les equacions de Maxwell és la que descriu el camp electromagnèticproduït per una càrrega que segueix un moviment arbitrari però que és asimptòti-cament lliure en el passat. Aquesta situació és comuna al tipus de problemes queconsiderarem d’ara endavant i, per això, ens limitarem a la solució retardada deles equacions del camp.
 11.1.1 Els potencials retardats de Liénard-Wiechert
 Per determinar el potencial electromagnètic creat per una càrrega puntual enabsència de camp electromagnètic extern incident, aplicarem els resultats de lasecció (10.2) al quadricorrent corresponent. Com que en l’instant t la càrrega qestà tota concentrada en el punt ~z(t), donat per l’equació de la trajectòria, ladensitat de càrrega és ρ(~x, t) = q δ3[~x − ~z(t)]. A més, com que el corrent és deconvecció pura, perquè es deu exclusivament al moviment de la càrrega, tindremque la densitat de corrent és: ~(~x, t) = ρ(~x, t)~v(t). Per tant, d’acord amb (8.12),el quadricorrent és:
 jν(~x, t) = ρ(~x, t) [~v(t), c] amb ρ(~x, t) = q δ3[~x− ~z(t)] .
 Si substituïm aquesta expressió a l’equació (10.18) del potencial electromagnètic,obtenim
 AνR(~x, t) =
 q
 4πǫ0c2
 ∫
 R3
 d3y
 |~x− ~y| vν(t′R) δ3[~y − ~z(t′R)] , (11.1)
 on vν = (~v, c) i hem usat la variable temps retardat:
 t′R = t− |~x− ~y|/c . (11.2)
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 La presència de la triple funció δ a la integral de volum de la dreta en simpli-ficarà el càlcul. Tanmateix, la simplificació no és immediata perquè la funció δ3
 depèn de la variable d’integració ~y d’una manera no trivial. Això es deu al fet quet′R(~y, ~x, t), com indica (11.2).
 Per tant, haurem de recórrer al canvi de variable ~Y = ~y − ~z(t′R) . Per la sevapart, el canvi d’element de volum vindrà donat pel determinant jacobià
 d3y = d3Y
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∂~y
 ∂~Y
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = d3Y
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∂~Y
 ∂~y
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 −1
 .
 La matriu jacobiana es calcula fàcilment:
 ∂Y i
 ∂yj= δi
 j − vi(t′R)∂t′R∂yj
 = δij − βi′
 R rj
 amb
 r =~x− ~y
 |~x− ~y| i ~β′R =
 ~v(t′R)
 c,
 i el determinant jacobià és:∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∂~Y
 ∂~y
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 = 1 − r · ~β′R > 0 .
 D’aquí que la relació entre els elements de volum és d3y = (1 − r · ~β′R)−1 d3Y i,
 substituïda a l’equació (11.1), ens dóna:
 AνR(~x, t) =
 q
 4πǫ0c2
 ∫
 R3
 d3Y
 |~x− ~y| δ3(~Y )
 vν(t′R)
 1 − r · ~β′R
 . (11.3)
 Ara el càlcul de la integral se simplifica per la triple funció δ: només s’ha desubstituir ~Y = 0 a l’integrand. Si examinem el canvi de variables ~Y = ~y − ~z(t′R) il’equació (11.2) és obvi que:
 ~y|~Y =0 = ~z(tR) i t′R|~Y =0 = tR ,
 on tR(~x, t) és la solució de la nova equació implícita:
 tR = t− 1
 c|~x− ~z(tR)| . (11.4)
 Com a resultat d’aquestes substitucions, el quadripotencial és:
 AνR(~x, t) =
 q
 4πc2ǫ0
 vνR
 |~x− ~zR|(1 − n · ~βR), (11.5)
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 on n és el vector unitari en la direcció ~x− ~zR. A més,
 ~zR = ~z(tR) , vνR = vν(tR) , ~βR = ~β(tR) .
 (A partir d’ara el subíndex R indica que el temps en què s’avalua la quantitatcorresponent és el temps retardat tR.)
 Exemple 11.1 Unicitat del temps retardat tR
 Vegem ara com l’equació implícita (11.2) té una única solució tR(~x, t) < t.
 L’equació implícita es pot posar també com a:ct−ctR = |~x−~z(tR) ≥ 0. Per tant, els esdevenimentsxµ = (~x, ct) i zµ
 R = (~zR, ctR) estan connectats per unquadrivector Rµ = xµ − zµ
 R que és de tipus llum iapunta al futur.La trajectòria de la càrrega zµ(τ ) només pot tallar elcon de llum de vèrtex xµ en dos llocs, un zµ
 R en el pas-sat de xµ i un altre zµ
 A en el futur. Si hi hagués duesinterseccions en el passat, zµ(τR1) i zµ(τR2) (ambτR2 < τR1), llavors els quadrivectors xµ − zµ(τR1) ixµ − zµ(τR2) serien de tipus llum i orientats al futur.Però, per altra banda, tindrem que:
 [xµ − zµ(τR1)] + [zµ(τR1) − zµ(τR2)] = xµ − zµ(τR2)
 i, com que els dos quadrivectors de l’esquerra apun-ten al futur i el primer és de tipus llum i el segon éstemporal, el quadrivector de la dreta no pot ser detipus llum. Per tant, zµ(τR2) no pot estar en el conde llum de xµ.
 (~zA, ctA)
 (~x, ct)
 (~zR, ctR)
 Per simplificar el càlcul del camp electromagnètic serà útil tenir una expressiócovariant del quadripotencial que només depengui de quantitats escalars o quadri-vectorials. Per a això introduirem la línia d’univers de la càrrega zµ(τ) = (~z(t), ct),la velocitat pròpia serà zµ = γvµ i escriurem zµ
 R = (~zR, ctR) (vegeu la figura 11.1).Per l’equació implícita (11.4) tindrem que c(t − tR) = |~x − ~zR| i el quadrivectorRµ = xµ − zµ
 R és de tipus llum i orientat al futur. El podem escriure com a:
 Rν = |~x− ~zR|nµ amb nµ = (n, 1) .
 Per tant, RµzµR = |~x−~zR|(n·~βR−1)cγR, que substituït a (11.8) dóna els potencials
 retardats de Liénard-Wiechert:
 AνR(~x, t) = − q
 4πc2ǫ0
 zνR/γR
 RµzµR/cγR
 = − q
 4πcǫ0
 zνR
 RµzµR
 , (11.6)
 on zµR = zµ(τR) i τR(x) està definit per la relació:
 (xν − zν(τR))(xν − zν(τR)) = 0 . (11.7)
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 zµR
 zµR
 xµ
 ρR
 zµ(τ )
 Figura 11.1. La variable ρR és la distància a la càrrega en el sistema inercial instantà-niament comòbil amb la càrrega a zµ(τR)
 Finalment, de l’expressió (11.6) podem separar el potencial elèctric φR = cA4R i el
 potencial magnètic:
 φR(~x, t) =q
 4πǫ0
 1
 |~x− ~zR|(1 − n · ~βR), ~AR(~x, t) =
 1
 cφR(~x, t) ~βR . (11.8)
 11.1.2 Camp electromagnètic retardat
 El camp electromagnètic associat al potencial (11.6) s’obté d’aplicar la relació(8.37). A l’hora de calcular les derivades dels potencials Aν
 R cal tenir presentque τR depèn de xρ d’acord amb la relació implícita (11.7). De derivar-la tenim[
 δλν − zν(τR) ∂λτR)
 ]
 [xν − zν(τR)] = 0 , i d’aquí podem aïllar el gradient :
 ∂λτR =Rλ
 RzR, (11.9)
 on RzR indica el producte dels quadrivectors corresponents.El camp electromagnètic dóna, després d’una mica de càlcul:
 Fλµ =q
 4πcǫ0
 [
 zµRR
 λ − zλRR
 µ
 (RzR)2− zµ
 RRλ − zλ
 RRµ
 (RzR)3(c2 +RzR)
 ]
 . (11.10)
 Per apreciar com els diversos termes del camp electromagnètic depenen de ladistància a la càrrega ens hem de fixar en la variable posició relativa Rµ. En
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 distingirem una part, ρR, que donarà idea de la magnitud, i una altra, rµ, quen’indicarà la direcció:
 ρR ≡ −RzR
 ci rµ ≡ Rµ
 cρR. (11.11)
 Aquestes dues variables tenen una interpretació senzilla en el sistema inercial S†R
 instantàniament comòbil amb la càrrega en l’esdeveniment zµR. D’una banda, el
 quadrivector rµ té les propietats: rzR = −1 i r2 = 0 , per tant, com que en S†R
 tenim:zµ† = (~0, c) , llavors rµ† = (n†/c, 1/c) .
 D’altra banda, −RzR/c dóna la distància espacial |~x†−~z†R| (vegeu la figura 11.1).Les variables (11.11) ens permeten de separar el camp electromagnètic (11.10)
 en dues parts segons la dependència en ρR:
 Fλµ = FλµI + Fλµ
 II (11.12)
 FλµI =
 q
 4πǫ0 c ρ2R
 [
 zλRr
 µ − zµRr
 λ]
 FλµII =
 q
 4πǫ0 c2 ρR
 [
 zλRr
 µ − zµRr
 λ + (rzR)(zλRr
 µ − zµRr
 λ)]
 (11.13)
 El primer component, que s’anomena també camp de velocitat, correspon alcamp coulombià creat per una càrrega q en moviment rectilini i uniforme segonsla tangent a la trajectòria real en el punt zµ
 R. Disminueix proporcionalment a lasegona potència inversa de la distància ρ2
 R. Per la seva banda, la segona com-ponent, o camp d’acceleració, depèn linealment de l’acceleració zµ
 R i disminueixde manera inversament proporcional a la distància. S’anomena també camp deradiació perquè, com veurem, és el component que domina a distàncies grans.
 En aquesta expressió és palès que la solució donada satisfà la condició asimp-tòtica (10.17). Efectivament, per a x4 → −∞, τR → −∞, i si la càrrega és asimp-tòticament lliure en l’infinit passat: zµ
 R = 0 i zµR és la velocitat pròpia constant uµ
 in
 en l’infinit passat. Així, en aquest límit tindrem que FII → 0 i FI → Fcoul,in .A partir de (11.13) podem tenir les expressions dels camps elèctric i magnètic
 de radiació en funció de l’acceleració ~aR i de la velocitat ~βR de la càrrega. Tenim:
 EiII = cF 4i
 II i BiII =
 1
 2ǫijkF
 jkII
 i en l’expressió (11.13) del camp de radiació hem de substituir:
 Rµ = |~x− ~zR|(n, 1) , zνR = cγ(~βR, 1) , ρR = γR|~x− ~zR|(1 − n~βR)
 i també:
 rµ =1
 cγR(1 − n~βR)(n, 1) i zµ
 R = γ4R
 (
 ~aR + ~βR × [~βR × ~aR] , ~βR · ~aR
 )
 .
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 n†
 ~x† ~E†II
 ~B†II
 ~z†R
 Figura 11.2. Ona esfèrica dels camps de radiació en el sistema instantàniament comòbil
 D’ara endavant, per no recarregar la notació, ometrem el subíndex R, amb elbenentès que totes les quantitats que facin referència a propietats de la càrregacorresponen als seus valors en el temps retardat tR = t−|~x−~z(tR)|/c. Així, tenimque:
 ~EII =q
 4πǫ0c2
 n×[
 (n− ~β) × ~a]
 |~x− ~zR| (1 − ~β · n)3i ~BII =
 1
 cn× ~EII . (11.14)
 És il.lustratiu comparar les expressions dels camps de radiació i dels coulombiansen el sistema instantàniament comòbil S†
 R . Per als camps de radiació tenim:
 ~E†II =
 q
 4πǫ0c2|~R†|n† × (n† × ~a†) , ~B†
 II =1
 cn† × ~E†
 II , (11.15)
 mentre que per al component coulombià dels camps elèctric i magnètic, de (11.13)tenim:
 ~E†I =
 q
 4πǫ0|~R†|2n† i ~B†
 I = 0 , (11.16)
 amb |~R†| = |~x†−~z†R|. (Vegeu l’equació (8.28) on es dedueix el camp d’una càrregaen moviment uniforme.)
 La segona d’aquestes relacions reflecteix clarament el caràcter coulombià delscamps ~E†
 I i ~B†I : el camp elèctric és inversament proporcional al quadrat de la
 distància a la càrrega en el sistema comòbil i no hi ha camp magnètic. En contrast,els camps d’acceleració ~E†
 II i ~B†II disminueixen amb una llei de proporcionalitat
 inversa a la distància. Per tant, a grans distàncies de la regió en què es trobala càrrega dominen els camps de radiació, mentre que prop de la càrrega dominael component coulombià. En seccions posteriors veurem com aquests diferentscomportaments a grans distàncies tenen com a conseqüència que les contribucions
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 ~z†
 d2 ~A†
 Figura 11.3. Element de flux a través de l’esfera
 de cada component al valor del vector de Poynting siguin diferents. El componentFII serà el responsable que el sistema presenti una pèrdua d’energia, que associaremal fenomen de la radiació, i d’aquí ve el nom.
 Notem que per a punts ~x† que estiguin lluny de ~z†(tR) només són apreciablesels camps variables ~E†
 II i ~B†II, els quals guarden amb n† la mateixa relació d’orto-
 gonalitat que en el cas d’una ona plana que es propaga en la direcció n† (vegeula figura 11.2 i la secció 12.1). Aquesta ona està polaritzada en el pla determinatper l’acceleració en el sistema propi ~a† i la direcció de propagació n†.
 11.2 Potència radiada per una càrrega
 D’acord amb allò que hem vist a la secció 8.5, el camp electromagnètic portaassociades una densitat d’energia, U, i una densitat de corrent d’energia, ~S. Amés, en absència de càrregues i corrents, la variació de la densitat U és degudaexclusivament al flux del vector de Poynting ~S.
 Si fem el balanç total d’energia per al camp electromagnètic d’una càrregapuntual, trobarem que hi ha un flux net d’energia a través d’una esfera de radiinfinitament gran. És a dir, el sistema perd energia per radiació.
 Per començar farem aquest balanç en el sistema de referència S† instantània-ment comòbil amb la càrrega. L’energia que, per unitat de temps t†, surt d’unaesfera de radi L centrada en la càrrega (que podem prendre com a origen de S†)ve donada pel flux del vector de Poynting ~S† a través de la superfície |~x†| = L,orientada cap a fora:
 W †camp =
 ∫
 |~x†|=L
 ~S† · d2 ~A† . (11.17)
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 D’acord amb (8.47) i usant (11.12), tenim que:
 ~S† =1
 µ0
 (
 ~E†I + ~E†
 II
 )
 ×(
 ~B†I + ~B†
 II
 )
 i d2 ~A† = L2n†d2Ω† ,
 on d2Ω† és l’element d’angle sòlid en S†. Si ara substituïm (11.16) i (11.15) en lesexpressions anteriors, obtenim:
 ~S† · d2 ~A† =q2
 16π2ǫ0c3(n† × ~a†)2d2Ω† ,
 que no depèn de L i, per tant, valdrà el mateix quan fem el límit L→ ∞ .Per calcular la integral (11.17) sobre la superfície de l’esfera usem coordenades
 polars esfèriques amb l’eix Z† orientat paral.lelament a ~a† i obtenim:
 W †camp =
 q2 |~a†|216π2ǫ0 c3
 ∫ 2π
 0
 dφ†∫ π
 0
 sin3 θ† dθ† =q2 |~a†|26πǫ0c3
 . (11.18)
 Per determinar la potència radiada segons un altre sistema de referència inerci-al, calcularem el moment lineal radiat per unitat de temps t† en el sistema comòbili tindrem en compte que dPµ = (d~P , dE/c) és un quadrivector.
 11.2.1 Moment lineal radiat per unitat de temps
 De manera semblant a com hem fet en l’apartat anterior amb el flux d’energia,per calcular el moment lineal del camp que surt de l’esfera |~x†| = L per unitat detemps t† utilitzarem que Θij = −T ij és la densitat de corrent de component P i
 del moment lineal del camp. Per tant, el moment lineal que surt per l’esfera deradi L en el sistema S† és:
 dP †j
 dt†= −
 ∫
 |~x†|=L
 ∑
 i
 T †ijd
 2A†i = −L2
 ∫
 |~x†|=L
 ∑
 i
 T †ij n
 †i d
 2Ω† , (11.19)
 on T †ij és el tensor d’esforços de Maxwell (8.57). Igual com passava a l’apartat
 anterior amb el vector de Poynting, T †ij és una funció quadràtica dels camps. Si
 substituïm (11.16) i (11.15) en (8.57), sobre l’esfera |~x†| = L tenim:
 −∑
 T †ij n
 †i = − q2
 32π2ǫ0 L4n†
 j +q2
 16π2ǫ0 c4 L2(n† × ~a†)2n†
 j −
 q2
 16π2ǫ0 c2 L3n† × (n† × ~a†)j ,
 que, introduïda en (11.19) i després de negligir els termes proporcionals a L−3 oL−4 que no contribuiran en el límit per a L→ ∞, tenim:
 d~P †
 dt†=
 q2
 16π2ǫ0
 ∫
 |~x†|=L
 d2Ω† 1
 c4(n† × ~a†)2n† + O
 (
 1
 L
 )
 = 0 .
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 Aquesta equació combinada amb la (11.18) ens dóna el quadrimoment totalque surt per l’esfera de l’infinit —i abandona el sistema— per unitat de temps t†:
 dPµ†
 dt†=q2|~a†|26πǫ0c5
 (~0, c) ,
 que, si fem les substitucions òbvies:
 zµ†R = (~0, c) → zµ
 R , |~a†|2 = z†z† → zz i dt† → dτ ,
 ens porta a l’expressió covariant:
 dPµ
 dτ=
 q2
 6πǫ0c5(zz) zµ , (11.20)
 que dóna el quadrimoment lineal radiat per la càrrega per unitat de temps propien qualsevol sistema de referència.
 Si en prenem el component temporal i usem les relacions (5.16) i (4.27), tindremla potència radiada en termes del temps del laboratori:
 dEdt
 =cdP 4
 γdτ=
 q2γ6
 6πǫ0c3
 (
 ~a2 − (~β × ~a)2)
 , (11.21)
 que s’anomena fórmula de Larmor relativista, perquè a l’aproximació de velocitatspetites, |~β|≪1, dóna la coneguda fórmula de Larmor:
 dEdt
 ≈ q2
 6πǫ0c3|~a|2 . (11.22)
 11.3 Pèrdues radiatives
 Pel simple fet de ser accelerada una càrrega elemental radia i al cap de moltaestona, per una esfera de radi molt gran, surt una quantitat neta d’energia enforma de radiació electromagnètica. Com que un dels principis més acceptats enla física és el de conservació de l’energia, és raonable preguntar-se d’on surt aquestaenergia radiada. La resposta àmpliament acceptada és que l’energia perduda enforma de radiació és a costa de l’energia cinètica de la mateixa càrrega i, per tant,aquesta es frenarà pel fet d’estar accelerada i radiar. Una conseqüència d’aquest fetsobre la teoria és que l’equació (8.15) de la força de Lorentz només és aproximada,en la mesura que l’efecte de la pèrdua radiativa sigui petita. A l’apartat 11.6 hodiscutirem més a fons.
 D’altra banda, un efecte pràctic notable de les pèrdues radiatives es dóna en elsacceleradors de partícules. En una d’aquestes màquines una partícula carregada ésaccelerada fins a tenir una energia cinètica gran. Com que en el procés d’acceleracióla partícula radia, part de l’energia que rep de la màquina la perd en forma deradiació, i el procés d’acceleració no pot tenir un rendiment del cent per cent.
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 El paper i la importància d’aquestes pèrdues és diferent segons que es tractid’acceleradors lineals, circulars o d’anells d’emmagatzematge. Aquesta diferènciacorrespon als diferents resultats de la fórmula de Larmor relativista (11.21) sis’aplica als dos casos extrems de moviment accelerat: el rectilini i el circularuniforme.
 En els casos extrems de moviment rectilini (~a ‖ ~β) i de moviment circularde radi R (~a ⊥ ~β i |~a| = v2/R) la pèrdua d’energia per radiació (11.21) dóna,respectivament:
 dErad
 dt=
 q2
 6πǫ0c3γ6a2 , (11.23)
 idErad
 dt=
 q2
 6πǫ0c3R2γ4v4 . (11.24)
 Per saber si aquestes pèrdues són significatives i en quin dels dos casos són mésimportants, no les podem comparar directament, tot i que aparentment les pèrduessiguin més grans en el cas lineal, a causa del factor γ6.
 En el cas rectilini és interessant comparar l’energia que la càrrega perd perradiació amb la que li comunica l’accelerador lineal. Pel teorema de les forcesvives (5.44), la potència subministrada per l’aparell és mγ3av; per tant:
 dEdx
 =1
 v
 dEdt
 = mγ3a ,
 que substituïda en (11.23) dóna:
 dErad
 dE =q2
 6πǫ0m2c41
 β
 dEdx
 .
 Per als electrons 6πǫ0m2c4/q2 = 2 · 1014 MeVm−1, mentre que el guany d’energia
 per unitat de longitud d’un accelerador lineal típic és dE/dx ≈ 10 MeVm−1.D’aquí que, en general, l’energia perduda per radiació és negligible en comparacióamb l’energia subministrada (dErad≪dE).
 En el cas del moviment circular el mòdul de la velocitat no canvia i és interes-sant comparar l’energia perduda per radiació en una volta amb l’energia de lacàrrega, E = mc2γ. D’acord amb (11.24), tenim:
 ∆Erad
 E =q2 γ4 v4
 6πǫ0c3R2E2πR
 v=
 q2E3β3
 3ǫ0Rm4c8.
 En la taula 11.1 donem les dades (Emax i Rmax) d’alguns acceleradors circularsjunt amb l’estimació de la raó ∆Erad/Emax.
 11.4 Distribució angular de la radiació
 La radiació emesa per una càrrega no es distribueix de manera uniforme entotes les direccions. Per estudiar-ne la distribució i veure en quines direccions es
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 Accelerador partícules R/m Emax/GeV ∆Erad/Emax
 primers sincrotrons 1 0.3 2,5 10−6
 SPEAR (Stanford, 1972-90) e− 40 4 1,5 10−4
 LEP2 (CERN (1989-95) e− 4 243 180 1,2 10−1
 LHC (CERN (2007- ) p 4 243 7 000 6,3 10−10
 ESRF (Grenoble, ) e− 135 6 1,5 10−4
 LLS (Bellaterra, projecte) e− 40 2,5 3,5 10−5
 PETRA II (Hamburg, ) e− 367 12 4 10−4
 Taula 11.1. Característiques de diversos sincrotrons
 concentra la radiació considerarem el vector de Poynting, ~S, que dóna la densitatde corrent d’energia del camp electromagnètic. A grans distàncies de la regió enquè es troba la càrrega accelerada, l’única contribució no negligible a aquest correntés la que correspon als camps de radiació (11.14). Enfocarem el problema del puntde vista del procés d’emissió de radiació, que passa en el lloc ~z(tR), i no del procésde detecció que eventualment tindrà lloc en el punt ~x en un instant posterior t.Per això serà important distingir entre el temps t de la detecció i el temps tRde l’emissió. (Per tal d’evitar confusions, mantindrem explícit el subíndex en lesvariables ~zR i tR, però no en les ~β = ~v(tR)/c ni en ~a = ~a(tR).)
 La part no negligible del vector de Poynting (8.47) és:
 ~Srad =q2
 16π2ǫ0c3|~x− ~zR|2(1 − ~β · n)6
 (
 n×[
 (~β − n) × ~a])2
 n .
 La finestra elemental, d2 ~A, situada en el punt ~x en l’instant t i orientada en ladirecció de propagació n és, en coordenades esfèriques:
 d2 ~A = n|~x− ~zR|2d2Ω .
 Per tant, com que l’energia que travessa la finestra elemental en la unitat de tempst és d3E/dt = ~Srad · d2 ~A, tenim que:
 d3E =q2
 16π2ǫ0c3(1 − ~β · n)6
 (
 n×[
 (~β − n) × ~a])2
 d2Ω dt , (11.25)
 és l’energia rebuda a la finestra entre t i t+ dt.S’interpreta que aquesta energia va ser emesa per la càrrega entre els instants
 tR i tR +dtR, en un angle sòlid d2Ω al voltant de la direcció n. La potència emesaper la càrrega per unitat d’angle sòlid serà d3E/dtRd2Ω.
 Si diferenciem la relació c2(t− tR)2 − (~x− ~zR)2 = 0, amb ~x fix i d~zR = c~βdtR,tot tenint en compte que t− tR > 0, obtenim fàcilment que:
 dt = dtR(1 − ~β · n) ,
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 que substituïda en (11.25) dóna:
 d2Wrad
 d2Ω=
 q2
 16π2ǫ0c3(1 − ~β · n)5
 (
 n×[
 (~β − n) × ~a])2
 , (11.26)
 amb Wrad ≡ dE/dtR.Si ara hi substituïm n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), ~β = (0, 0, β) i ~a =
 (a1, 0, a3) —que correspon a mesurar els angles θ i φ a partir d’un triedre d’eixosamb el pla XZ determinat pel pla osculador de la trajectòria— i integrem a totesles direccions, 0 < θ < π i 0 < φ < 2π , tornem a obtenir la fórmula de Larmorrelativista (11.21).
 Tot seguit considerarem els dos casos extrems de moviment accelerat: el recti-lini i el circular uniforme.
 11.4.1 Càrrega en moviment rectilini
 El sistema té una direcció distingida, la del moviment, que prendrem com a eixZ. Així tindrem: ~β = (0, 0, v/c) i ~a = (0, 0, v) i si usem coordenades esfèriques,l’equació (11.26) dóna:
 d2Wrad
 d2Ω=
 q2v2
 16π2ǫ0c3sin2 θ
 (1 − β cos θ)5. (11.27)
 La distribució angular de la potència radiada té simetria de rotació al voltantde la direcció del moviment i la representarem per la fracció de la potència radiadaque surt per unitat d’angle sòlid en una direcció determinada:
 f(θ) = Nsin2 θ
 (1 − β cos θ)5, (11.28)
 on N ≡ 3(1 − β2)3/8π és un factor de normalització per tal que∫
 f(θ)d2Ω = 1.
 β = 0, 01
 β = 0, 5
 β = 0, 9
 Figura 11.4. Diagrama polar de la potència radiada per una càrrega en moviment rectiliniper a diversos valors de la velocitat (β1 = 0, 01, β2 = 0, 5 i β3 = 0, 9)
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 Les direccions en què la potència radiada és màxima s’obtenen de trobar elsmàxims i mínims de la funció de distribució. Així tenim que:
 cos θmax =1
 3β
 (
 √
 1 + 15β2 − 1)
 .
 A l’aproximació de petites velocitats β≪1 dóna:
 cos θmax ≈ 5β
 2, θmax ≈ π
 2− 5β
 2,
 és a dir, la radiació és emesa preferentment en les direccions gairebé perpendicularsa la direcció del moviment de la càrrega i lleugerament cap endavant.
 En el cas d’una càrrega en moviment relativista (β ≈ 1), el paràmetre que s’hade considerar en l’aproximació és γ−1≪1 i tenim:
 cos θmax =
 √
 16 − 15γ−2 − 1
 3√
 1 − γ−2≈ 1 − 1
 8γ−2 , θmax ≈ 1
 2γ−1 .
 La radiació és emesa preferentment en una direcció gairebé paral.lela a la velocitatde la càrrega.
 Per visualitzar millor aquesta distribució angular és útil la representació polarque, com que el cas que ens ocupa té simetria de revolució al voltant de l’eixZ, consisteix en una corba plana (figura 11.4) que en coordenades polars té perequació I = f(θ). Així, com més lluny de l’origen és el punt f(θ), més gran és lafracció de radiació emesa en la direcció θ. Té la forma d’una lemniscata que no éssimètrica respecte a l’eix θ = π/2, excepte si β = 0. Les dues fulles de la corbas’inclinen cap endavant segons la direcció del moviment.
 Com més gran és la velocitat, veiem com no hi ha radiació en la direccióperpendicular al moviment i com, tot i que estrictament parlant no hi ha radiacióen la direcció del moviment, la màxima intensitat s’assoleix per a angles aguts quesón més petits com més gran és la velocitat. També hi veiem com l’interval devalors de θ per als quals la intensitat és significativa es fa més estret a mesura queβ augmenta. Així, per a velocitats grans, la radiació es concentra en un con estretal voltant de la direcció del moviment. Una mesura de l’amplitud d’aquest pinzellde radiació la dóna:
 〈θ2〉1/2 =
 √
 ∫
 d2Ωf(θ)θ2 ≈ γ−1 .
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 11.4.2 Moviment circular uniformeEn aquest cas no hi ha simetria de revolucióperquè en cada instant el moviment seleccionadues direccions perpendiculars a l’espai: la dela velocitat i la de l’acceleració. Escolliremun sistema d’eixos instantani de manera que(vegeu la figura):
 ~β = (0, 0, v/c) i ~a = (a, 0, 0).
 Si usem unes coordenades esfèriques basadesen aquests eixos, l’equació (11.26) ens dóna:
 x
 y
 z
 ~a
 ~v
 d2Wrad
 d2Ω=
 q2a2
 16π2ǫ0c3(1 − β cos θ)3
 [
 1 − sin2 θ cos2 φ
 γ2(1 − β cos θ)2
 ]
 , (11.29)
 i la funció de distribució angular de la potència radiada normalitzada a la unitatés:
 f(θ, φ) =3
 8πγ4(1 − β cos θ)3
 [
 1 − sin2 θ cos2 φ
 γ2(1 − β cos θ)2
 ]
 . (11.30)
 Aquesta funció ara no té simetria de revolució com en el cas del moviment rectilini,però si observem els diagrames polars de la intensitat de radiació per a diversosvalors de β (figura 11.5), veiem com per a grans velocitats la radiació també esconcentra en la direcció del moviment. En l’aproximació relativista, β ≈ 1−γ−2/2 ,i per a angles petits θ≪1 l’expressió (11.30) dóna:
 f(θ, φ) =3
 πγ2 1
 (1 + γ2θ2)3
 [
 1 − 4γ2θ2 cos2 φ
 (1 + γ2θ2)2
 ]
 , (11.31)
 i, igual que en el cas del moviment rectilini, la major part de la radiació es con-centra en un con d’amplitud:
 〈θ2〉1/2 =
 √
 ∫
 d2Ωf(θ, φ)θ2 ≈ γ−1 .
 Tanmateix, a diferència del cas rectilini, la direcció de l’eix d’aquest con va canvi-ant solidàriament amb la direcció del moviment.
 La figura 11.5 representa la distribució de la intensitat de radiació en funcióde la direcció (θ, φ) per a diversos valors de β. Com en el cas de la figura 11.4per al moviment rectilini, es tracta d’un diagrama polar: la superfície dibuixadaté l’equació I = f(θ, φ) en coordenades polars (esfèriques). Els diagrames polarsper als diferents valors de β estan a la mateixa escala, per facilitar la comparacióvisual. Hi veiem com, en augmentar β, la radiació es concentra en la direcciófrontal.
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 b=0,5
 b=0,3
 b=0,7
 b=0,01
 Figura 11.5. Diagrama polar de la intensitat de radiació per a diferents valors de β
 11.5 Radiació de sincrotró
 Del punt de vista dels físics d’altes energies, la pèrdua d’energia que experi-menta una càrrega accelerada pel fet de radiar era un inconvenient. Si es preténaccelerar una càrrega, tot allò que la freni és un entrebanc. Tanmateix, es vadescobrir que la radiació emesa per una càrrega en moviment circular té un com-ponent molt important de radiació d’alta freqüència que la fa molt interessant coma font de raigs X, amb aplicacions a la física de l’estat sòlid i la biologia molecular.Actualment hi ha al món una cinquantena de laboratoris de llum sincrotró.
 Primer farem un estudi qualitatiu de la naturalesa i la composició de la radi-ació emesa pels electrons ultrarelativistes en un sincrotró. Considerarem que elmoviment d’aquests electrons és aproximadament circular i uniforme, de radi r ifreqüència ν0, i a més és ultrarelativista: ν02π r ≈ c i γ−1≪1.
 Per allò que hem discutit en l’apartat 11.4.2, la radiació es concentrarà en unpinzell estret d’amplada δθ ≈ γ−1 . En un punt P llunyà, es rebrà radiació cadacop que P caigui dins d’aquestpinzell. Per tant, només es rebrà radia-ció en punts propers al pla del sincrotrói aquesta serà en forma de flaixos pe-riòdics, de manera que si representemla intensitat rebuda en P en funció deltemps tindrem una gràfica de la formaindicada a la figura, amb una periodici-tat 1/ν0 . 0
 ∆
 I
 δt
 1/ν0 2/ν0
 La duració d’un flaix en P és la diferència de temps, δt = t2 − t1 , entre elfinal del pas del pinzell de radiació per P —(b) a la figura de més avall— i el
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266 Capítol 11. Radiació per càrregues en moviment
 començament de la il.luminació de P —(a) a la figura.Els instants t1 i t2 de l’inici i el finaldel flaix en el receptor P estan relacio-nats amb els instants d’emissió tA i tB,respectivament, per l’equació de retard:
 c(t1 − tA) = PA
 ic(t2 − tB) = PB .
 En tractar-se d’angles petits, tenim:PA − PB ≈ AB , que coincideix apro-ximadament amb la longitud de l’arc,rδθ. A més, com que es tracta d’unmoviment circular uniforme, tenim que
 R
 Aδθ
 δθ
 δθ
 A B
 (a)
 (b)
 P
 P
 (tB − tA)2πν0 = δθ. D’aquestes dues relacions combinades amb les equacions deretard obtenim:
 δt ≈ (tB − tA) − 1
 cAB ≈ r
 cδθ (β−1 − 1) ≈ r
 2cδθ γ−2 ,
 que, si introduïm el valor de l’obertura del con δθ ≈ 2γ−1 i utilitzem que β ≈ 1,ens dóna:
 δt ≈ 1
 2πν0γ−3 .
 El perfil temporal de la radiació rebuda és periòdic de freqüència ν0 (vegeula figura) i es pot descompondre en una sèrie de Fourier de sinus i cosinus de2πν0nt, n = 1, 2, 3 . . .. Físicament això significa que la radiació rebuda a P és unasuperposició d’ones monocromàtiques de freqüències νn = nν0, múltiples enters dela freqüència fonamental ν0 del moviment circular de les càrregues en el sincrotró.El coeficient d’un determinat component de la sèrie de Fourier és una mesura delpes de la contribució d’aquesta freqüència a la intensitat total. A causa de laconvergència de la sèrie, la importància del component de freqüència νn tendeix a0 per a n→ ∞.
 Per fer una estimació dels valors de n per als quals la contribució del componentνn és notable farem servir un argument qualitatiu basat en la relació d’incertesa(C.9) que comentem en l’apèndix C per a transformades de Fourier. Si apliquemaquesta relació a les variables conjugades de Fourier ω = 2πν i t, obtenim:
 δν ≈ 1
 2πδt≈ ν0γ
 3 .
 Com que γ ≫ 1, resulta que la radiació rebuda a P presenta components defreqüència molt alta respecte a la freqüència fonamental.
 Si considerem les màquines de la taula 11.1 tenim que:
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 Accelerador part. r /m Emax / GeV δν /Hzprimers sincrotrons e− 1 0.3 1016
 SPEAR (Stanford, 1972-90) e− 40 4 6·1017
 LEP2 (CERN, 1989-95) e− 4 243 180 5·1020
 LHC (CERN, 2007- ) p 4 243 7 000 5·1015
 ESRF (Grenoble, ) e− 135 6 6·1017
 LLS (Bellaterra, projecte) e− 40 2,5 1,4·1017
 PETRA II (Hamburg, ) e− 367 12 1,7·1018
 Taula 11.2. Freqüències de la radiació de sincrotró (me = 0, 511 MeV c−2 i mp =938 MeV c−2)
 Anàlisi freqüencial de la radiació de sincrotró
 Suposem que tenim una càrrega amb moviment circular uniforme de freqüèn-cia angular ω i radi r en el pla XY i que el receptor és sobre l’eix Y , moltlluny, com s’esquematitza a la figura. En aquest cas, n = (0, 1, 0) i ~zR =r (cosωtR, sinωtR, 0) , i també:
 ~vR = rω (− sinωtR, cosωtR, 0) ~aR = −rω2 (cosωtR, sinωtR, 0) . (11.32)
 (Al llarg d’aquest càlcul explicitarem el subíndex R, perquè serà molt importantdistingir entre el temps t de recepció de la radiació en el detector de l’instanttR de l’emissió per la càrrega.) Escriurem: β := rω/c , T = 2π/ω i tindrem~βR · n = β cosωtR .
 ωtR ~vR ~x, t
 ~aR
 d2A
 ~zR, tR
 n
 La intensitat de la radiació rebuda es determina amb l’equació (11.25) i és:
 I(t) dt =d3Ed2Ω
 =q2
 16π2ǫ0c3−→M2
 R dt (11.33)
 amb
 −→MR =
 n×[
 (~βR − n) × ~aR
 ]
 (1 − n · ~βR)3i dt = dtR (1 − n · ~βR) . (11.34)
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 Per determinar la intensitat mitjana per unitat d’angle sòlid
 〈I〉 =ω
 2π
 ∫ T
 0
 I(t) dt (11.35)
 haurem de calcular la integral de−→M2
 R sobre tot un període.Com que tR és una funció periòdica de t i
 −→MR =
 −→M(tR) és una funció periòdica
 de tR, i en tots dos casos el període és T , llavors−→M(tR(t)) també serà una funció
 periòdica de t amb el mateix període, i la podrem desenvolupar en sèrie de Fourier:
 −→MR =
 ∞∑
 n=−∞einωt −→Mn amb
 −→Mn =
 ω
 2π
 ∫ T
 0
 dt e−inωt −→M(tR(t)) , (11.36)
 de la qual se segueix fàcilment (identitat de Parseval) que:
 ω
 2π
 ∫ T
 0
 −→M2
 R dt =
 ∞∑
 n=−∞
 −→Mn · −→M−n =
 −→M2
 0 + 2
 ∞∑
 n=1
 −→Mn · −→M−n .
 Substituït aquest resultat a (11.35) i tenint en compte (11.33), obtenim que 〈I〉és la suma de les contribucions de totes les freqüències, nω :
 〈I〉 =1
 2I0 +
 ∞∑
 n=1
 In amb In =q2
 8π2ǫ0c3−→Mn · −→M−n . (11.37)
 Si tenim en compte (11.34) i la identitat:
 d
 (
 ~βR − n
 1 − n · ~βR
 )
 = dt1
 c
 −→MR ,
 podem integrar (11.36) per parts i tenim:
 −→Mn =
 incω2
 2π
 ∫ T
 0
 dt e−inωt~βR − n
 1 − n · ~βR
 =incω2
 2π
 ∫ T
 0
 dtR (~βR − n) e−inωt .
 Si ara substituïm t = tR − β/ω sinωtR, fem el canvi de variables ξ = ωtR iutilitzem (11.32), arribem a:
 −→Mn =
 incω
 2π
 ∫ 2π
 0
 dξ e−in(ξ−β sin ξ) [−β sin ξ, β cos ξ − 1, 0] ,
 és a dir,−→Mn = (Mn, 0, 0) , amb
 Mn =−βωc
 2π
 ∂
 ∂β
 ∫ 2π
 0
 dξ e−in(ξ−β sin ξ) = −βωc ∂βJn(nβ) , (11.38)
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 on Jn és la funció de Bessel d’ordre n. Substituït a (11.37), dóna finalment:
 In =q2β2ω2
 8π2ǫ0c[∂βJn(nβ)]
 2. (11.39)
 De l’anàlisi qualitativa de l’apartat anterior sabem que, per a β ≈ 1, les con-tribucions de In seràn apreciables per a valors de n grans. En aquest cas, podemusar l’aproximació asimptòtica:1
 Jn(nβ) ≈ e−2γ−3n/3
 √
 2πnγ−1amb γ−1 =
 √
 1 − β2 ,
 per tant,
 [∂βJn(nβ)]2 ≈ 2
 πγ−1β2n e−4γ−3n/3
 i la intensitat del component nω és:
 In ≈ q2β4ω2γ−1
 4π3ǫ0cn e−4γ−3n/3 , (11.40)
 que és màxima per a n1 ≈ 3γ3/4 i val:
 In1 ≈ 3q2β4ω2γ2
 16π3ǫ0ce−1 .
 La figura 11.6 mostra com el valor de la freqüència n1 en què aquesta contribucióés màxima augmenta amb la velocitat β, i també com les contribucions de lesfreqüències nω són més importants en un entorn molt ampli de n1ω. Això últimés degut al fet que, segons (11.40), In augmenta linealment amb n i disminueixexponencialment. Com que γ−1 és molt petit i l’exponent d’amortiment és pro-porcional a γ−3n, el seu efecte no és notable fins a valors molt grans de n.
 11.6 La frenada per radiació
 A l’apartat 11.3 hem estudiat les pèrdues d’energia que experimenta una càr-rega puntual a conseqüència de la radiació. Aquest fet posa de relleu una incon-sistència de la dinàmica d’una càrrega elèctrica tal com l’hem considerada finsara. Una càrrega puntual en un camp electromagnètic és accelerada per la forçade Lorentz (8.15) i, a causa d’aquesta mateixa acceleració, radia i perd energiai moment lineal. Per tant, l’equació (9.1) que fins ara hem pres com a equaciódel moviment —o la forma covariant (9.2)— no representa el balanç correcte dequadrimoment lineal.
 1Vegeu, per exemple, Gradshteyn, I. S. i Ryzhik, I. M., Table of integrals, series andproducts, pàg. 963, eq. 8.452, Academic Press (1992).
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 400 800 1200 1600 2000n
 Figura 11.6. Cas β = 0, 99. La contribució màxima es dóna aproximadament per al’harmònic n = 400, però són notables les contribucions de freqüències 2.000 vegades lafonamental
 En els exemples de pèrdues radiatives analitzats en l’apartat 11.3, l’energiaradiada és petita si la comparem amb una energia típica del sistema: l’energiacinètica de la càrrega en el cas de l’accelerador circular o el guany d’energia cinèticaen el cas de l’accelerador lineal. L’efecte de la radiació és petit i, en conseqüència,obtenim un resultat força bo si fem l’aproximació senzilla següent: primer esnegligeix l’efecte de la frenada per radiació i es determina la trajectòria aproximadade la càrrega, i després s’utilitza aquest moviment aproximat per avaluar l’energiai el moment lineal radiats.
 Tanmateix, la pèrdua radiativa és un efecte secular, s’acumula a mesura quepassa el temps. Pensem per exemple en el moviment d’un electró en el modelatòmic de Rutherford. L’electró descriu aproximadament un cercle de radi r,perquè l’energia radiada al cap d’una volta és petita comparada amb l’energiacinètica de l’electró (vegeu l’exemple 11.2). Però al cap d’un nombre gran devoltes i a conseqüència de l’energia perduda acumulada, l’energia ha disminuït ija no és suficient perquè l’electró es mantingui en moviment a la distància r delnucli. El resultat és un moviment en espiral en què a cada volta la caiguda capal centre és negligible, però que és significativa al cap de moltes voltes. Si l’escalade temps que ens interessa és de l’ordre de magnitud del període del moviment,llavors podem negligir la frenada per radiació, però si ens interessen lapses detemps llargs, en què la pèrdua acumulada d’energia és comparable a l’energia delsistema, llavors haurem de tenir en compte aquest efecte de frenada.
 11.6.1 L’equació d’Abraham-Lorentz-Dirac
 Per obtenir l’equació correcta del moviment d’una càrrega elemental que tinguien compte la frenada per radiació, hem de fer un balanç instantani d’energia-moment entre la partícula, el camp electromagnètic radiat i les forces aplicades.D’entrada, el que primer se’ns acudeix és modificar la llei de Newton relativista
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 (5.41), tot afegint un terme que doni compte de la taxa de quadrimoment linealperdut per radiació:
 fµ dτ = dpµ(τ) + Ruµ dτ amb R =q2
 6πǫ0c5(aρaρ) . (11.41)
 És a dir, el quadrimoment lineal fµ dτ aportat per l’acció externa —que potincloure l’acció d’un camp electromagnètic extern, entre d’altres— s’inverteix enaugmentar el quadrimoment lineal de la partícula dpµ i en la pèrdua radiativarepresentada pel segon terme de la dreta, com resultaria d’aplicar de maneraingènua l’equació (11.20).
 Tanmateix, aquest enfocament no pot ser consistent perquè, atès que la cor-reció radiativa afegida és proporcional a uµ, la força de Minkowski total no seriaortogonal a la quadrivelocitat, i la massa m seria variable, cosa que no pot passarsi es tracta d’una càrrega elemental. Això no ens ha d’estranyar perquè el balançd’energia-moment (11.41) està mal plantejat. En efecte, mentre que l’intercanvide moment lineal entre la càrrega i la força aplicada es produeix en l’instant τ iallà on és la càrrega, la contribució radiativa Ruµ correspon a un quadrimomentlineal que en l’instant τ +L/c abandona el sistema a través d’una esfera de radi Len el sistema comòbil amb la càrrega S†
 τ (amb el radi molt gran, L→ ∞). Suposarque això que ha passat en aquest instant del futur llunyà i sobre aquesta esferallunyana reflecteix exactament un intercanvi que passa d’una manera localitzadaen zµ(τ) i en l’instant τ potser és forçar massa les coses, i d’aquí la inconsistènciade l’equació (11.41).
 El balanç fi que porta a l’equació d’Abraham-Lorentz-Dirac es basa en la con-servació local del tensor d’energia-moment total: el del camp electromagnètic re-tardat més la contribució material de la mateixa càrrega. És una anàlisi molttècnica que escapa de l’abast d’aquest text.2 Tanmateix aquí presentarem unajustificació heurística d’aquesta equació, a partir del balanç total de moment line-al per a una càrrega que és asimptòticament lliure en el passat i el futur.
 Suposem que la força de Minkowski aplicada sobre la càrrega només actuasobre un interval de temps finit: fµ(τ) 6= 0 , només si τ1 < τ < τ2 . En aquestcas, com que en l’infinit passat i en l’infinit futur no hi ha cap força aplicada sobrela càrrega, és raonable suposar que limτ→±∞ aµ(τ) = 0 i que limτ→−∞ uµ(τ) =uµ− i limτ→∞ uµ(τ) = uµ
 + . Si tenim en compte la relació (11.20), el balanç dequadrimoment lineal és:
 pµ+ − pµ
 − +q2
 6πǫ0c5
 ∫ ∞
 −∞aρaρ u
 µ dτ =
 ∫ ∞
 −∞fµ dτ . (11.42)
 Si ara tenim en compte que el moviment és asimptòticament lliure,∫ ∞
 −∞aµ dτ = aµ
 + − aµ− = 0 ,
 2Per a una deducció detallada vegeu Rohrlich (1990) o Jackson (1975).
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 podem afegir un terme nul a l’equació (11.42), que també es pot posar com a:∫ ∞
 −∞
 dpµ(τ) − dτ
 (
 fµ − q2
 6πǫ0c5[aρaρ u
 µ − c2aµ]
 )
 = 0 . (11.43)
 L’equació d’Abraham-Lorentz-Dirac resulta d’igualar a zero l’integrand i de posarpµ = muµ, on m és la massa pròpia (constant) de la càrrega. Així tenim:
 maµ = fµ +q2
 6πǫ0c3
 (
 aµ − aρaρ
 c2uµ
 )
 . (11.44)
 El segon terme de la dreta
 Γµ ≡ q2
 6πǫ0c3
 (
 aµ − aρaρ
 c2uµ
 )
 (11.45)
 és el quadrivector d’Abraham i dóna la correcció associada a la radiació. El termeproporcional a aµ s’anomena terme de Schott i la resta, que val −Ruµ, és l’efectede frenada per radiació. Notem que el quadrivector Γµ sí que compleix la condicióde ser ortogonal a la velocitat pròpia, ja que:
 (
 aρaρ
 c2uµ − aµ
 )
 uµ = −aρaρ − aµaµ = − d
 dτ(aρuρ) = 0 .
 L’equació (11.44), tot i que ben fonamentada en l’electrodinàmica clàssica,presenta uns quants problemes. D’entrada és una equació diferencial de tercerordre ja que, si bé el terme extern fµ dependrà de la posició i la velocitat de lacàrrega, el terme de Schott depèn de la derivada de l’acceleració. Per tant, perdeterminar el moviment de la càrrega per a τ > 0, no n’hi ha prou a donar xµ(0)i uµ(0), sinó que necessitarem conèixer també aµ(0). Però el pitjor és que aquestaequació admet solucions en què, sense força externa ( fµ = 0), la càrrega s’acceleracada vegada més. És el que es coneix com a solucions autoaccelerades o runaway.
 Exemple 11.2 Solucions unidimensionals
 Considerem una càrrega que es mou lliurement enla direcció de l’eix X fins que entra en una regióde gruix finit en què hi ha un camp elèctric cons-tant ~E = (E, 0, 0), (per exemple, entre les plaquesinfinites d’un condensador de gruix L, com el dela figura). Prenem τ = 0, el valor del temps propiquan entra en el condensador i τ = T , el tempspropi quan surt. Com que el moviment inicial ila força de Lorentz aniran en la direcció de l’eixX, la trajectòria serà unidimensional i podrem ex-pressar la quadrivelocitat com a:
 uµ = c (sinh ζ, 0, 0, cosh ζ) ,
 E
 q
 L
 τ = 0
 τ = T
 +
 +
 +
 -
 +
 +
 +
 -
 -
 -
 -
 -
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 on ζ(τ ) és la rapidesa. La quadriacceleració serà:
 aµ = c ζ aµ , amb aµ = (cosh ζ, 0, 0, sinh ζ) ,
 i la derivada aµ = cζ aµ + ζ2 uµ . D’altra banda, la força de Lorentz és:
 fµ(τ ) = qFµνu
 ν = qEaν , si 0 ≤ τ ≤ T
 i, si substituïm aquests valors a l’equació (11.44), obtenim:
 c ζ =qE
 mh(τ ) + cτ0ζ amb τ0 ≡ q2
 6πǫ0mc3(11.46)
 i h(τ ) val 1 si 0 ≤ τ ≤ T , i 0 a la resta. L’equació (11.46) es pot resoldre perseparat en els intervals: (i) τ ≤ 0, (ii) 0 ≤ τ ≤ T i (iii) T ≤ τ . En cada un d’ellsés una equació diferencial lineal amb coeficients constants i les solucions són:
 ζ(τ ) =
 8
 >
 >
 >
 >
 >
 <
 >
 >
 >
 >
 >
 :
 k1 eτ/τ0 τ ≤ 0
 qE
 mc+ k2 e
 τ/τ0 0 ≤ τ ≤ T
 k3 eτ/τ0 T ≤ τ
 (11.47)
 i, de la condició de continuïtat en τ = 0 i τ = T , tenim, respectivament, que:
 k1 =qE
 mc+ k2 i
 qE
 mc+ k2 e
 T/τ0 = k3 eT/τ0 ,
 que implica
 k3 − k1 =qE
 mc
 “
 e−T/τ0 − 1”
 .
 Un cop coneguda ζ(τ ), la relació entre el gruix L del condensador i el temps detrànsit T es pot determinar a partir de:
 L = z1(T ) − z1(0) =
 Z T
 0
 u1(τ ) dτ = c
 Z T
 0
 sinh ζ(τ ) dτ ,
 que permet d’aïllar T (L).
 La solució (11.47) presenta alguns inconvenients inevitables. Com que sobre lacàrrega no hi actua cap força abans d’entrar en l’espai del condensador, esperemque el moviment sigui uniforme i, per tant, que la rapidesa ζ sigui constant per aτ < 0. Això vol dir que ζ(τ ) = 0 i en conseqüència la constant d’integració k1 = 0.A més, com que després de sortir del condensador tampoc no hi actua cap força,també esperem que a partir d’aquest moment el moviment sigui uniforme, és a dir,ζ(τ ) = 0 per a τ > T . D’acord amb la tercera de les igualtats (11.47) això voldir que k3 = 0. Però totes dues condicions no es poden demanar alhora perquè ladiferència k3 − k1 té un valor fixat, que només depèn de q, E, m i T (L).
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 Això que hem il.lustrat amb aquest exemple senzill és característic de les solu-cions de l’equació d’Abraham-Lorentz-Dirac (11.45): o s’autoacceleren exponen-cialment en el futur (solucions runaway) o s’acceleren abans que hagi començat aactuar la força (preacceleració).
 Per fer-nos una idea de la magnitud d’aquesta inconsistència, considerem unasolució del tipus (11.47) que no s’autoacceleri en el futur, és a dir, k3 = 0. Enaquest cas, l’efecte de preacceleració consistirà en el fet que abans d’entrar en elcondensador l’acceleració pròpia és:
 a = c ζ(τ) = k1 e−|τ |/τ0 amb τ < 0 i k1 =
 qE
 mc
 (
 1 − e−T/τ0
 )
 ,
 que és diferent de zero però decreix a mesura que |τ | augmenta. De fet, a(τ) nomésés apreciable per a |τ | ∼ τ0 . Per als electrons (11.46) dóna τ0 = 6, 2 · 10−24 s i,en ser inversament proporcional a m, encara és més petit per a altres partículeselementals i per a càrregues macroscòpiques.
 Poder mesurar τ amb un error menor que τ0 cau més enllà dels límits de validesade la física clàssica. Per aquesta raó, alguns autors consideren que la preacceleracióno representa una inconsistència fatal de la teoria clàssica de la dinàmica d’unacàrrega i la seva radiació electromagnètica.3 Tanmateix, la inconsistència hi és il’equació clàssica de la reacció a la radiació és encara un problema obert.
 3En certa manera, trobar una teoria clàssica millor no val gaire la pena, ja que una teoriafísica coherent que descrigui correctament la dinàmica de la càrrega haurà de tenir en compteefectes quàntics.
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 Problemes
 11.1 Fent servir els potencials de Liénard-Wiechert calculeu la mitjana en el tempsde la potència radiada per unitat d’angle sòlid per a una partícula no re-lativista de càrrega q que es mou: (a) al llarg de l’eix z amb trajectòriaz(t) = a cos(ω0t), i (b) en un cercle de radi R en el pla XY amb veloci-tat angular ω0. Discutiu la distribució angular de la radiació i calculeu lapotència total radiada.
 11.2 Una partícula no relativista de càrrega ze, massa m i energia total E col-lisiona radialment amb una força central repulsiva descrita per un potencialV (r), el qual es fa més gran que E a petites distàncies. (a) Demostreu quel’energia total radiada és:
 ∆W =1
 3πǫ0
 z2e2
 m2c3
 √
 m
 2
 ∫ ∞
 rm
 dr
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 dV
 dr
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 [V (rm) − V (r)]−1/2,
 on rm = distància mínima en la col.lisió. (b) Si V (r) = zZe2/(4πǫ0r) (po-
 tencial coulombià), demostreu que ∆W =8
 45zmv5
 0Z−1c−3, v0 = velocitat a
 l’infinit.
 11.3 Considereu un condensador de plaques planes i paral.leles separades unadistància d i sotmeses a una diferència de potencial V . Un electró relativistaentra amb una energia E0 pel centre del condensador paral.lelament a lesplaques. Calculeu:(a) La trajectòria de l’electró.(b) El temps que triga l’electró a ser capturat per la placa positiva.(c) La longitud mínima del condensador perquè l’electró sigui capturat.(d) L’energia total emesa per l’electró abans de la captura.
 11.4 Una partícula de massa m i càrrega q es mou amb una velocitat relativista~v0 en direcció perpendicular a un fil recte i amb un paràmetre d’impacteb respecte a aquest fil. El fil es troba carregat amb una densitat lineal decàrrega uniforme λ del mateix signe que la càrrega.(a) Doneu la potència instantània radiada per la càrrega en funció de m, q,λ, la velocitat i la posició.(b) Suposant que la càrrega es desvia molt poc de la trajectòria inicial i que lavariació de la seva velocitat és molt petita en relació amb la velocitat inicial,calculeu l’energia total radiada per la càrrega en tota la seva trajectòria(en aquesta aproximació la trajectòria és una recta recorreguda a velocitatconstant).(c) En el límit no relativista calculeu la distribució angular de la radiació enel punt on la potència radiada és màxima.
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 11.5 Una partícula de massa m i càrrega q entra en una regió on hi ha un campmagnètic ~B uniforme amb una velocitat ~v0, propera a c, que forma un angleθ amb ~B.(a) Demostreu que la partícula segueix una trajectòria helicoïdal.(b) Quina energia perdrà la partícula en un cicle de la seva trajectòria coma conseqüència de la radiació emesa?(c) Tenint en compte que un observador molt llunyà només rebrà radiacióemesa quan la velocitat de la partícula apunta cap a l’observador (recordeuque l’angle on es concentra la radiació és molt petit), calculeu el temps quesepara l’arribada dels polsos a l’observador.Nota: negligiu les pèrdues per radiació.
 11.6 Una partícula relativista de massa m i càrrega q entra en un semiespai onhi ha un camp magnètic ~B uniforme i paral.lel al pla límit del semiespai. Lavelocitat ~v0 de la partícula a l’entrada és perpendicular a ~B i forma un anglede π/4 amb el pla límit del semiespai.Calculeu l’energia radiada per la partícula durant tot el trajecte en els casos:(a) quan q > 0 i (b) quan q < 0.
 11.7 Considereu una partícula relativista de càrrega q que es mou a l’eix z ambtrajectòria z(t′) = a cos(ω0t
 ′). (a) Demostreu que la potència instantàniaradiada per unitat d’angle sòlid és:
 dP (t′)
 dΩ=
 e2cβ4
 16π2ǫ0a2
 sin2 Θ cos2(ω0t′)
 (1 + β cosΘ sin(ω0t′))5 ,
 on β ≡ aω0/c i (b) que la mitjana en el temps ve donada per:⟨
 dP
 dΩ
 ⟩
 T
 =e2cβ4
 128π2ǫ0a2
 (
 4 + β cos2 Θ
 (1 − β2 cos2 Θ)7/2
 )
 sin2 Θ.
 (c) Compareu-ho amb el cas no relativista (problema 11.1).
 11.8 Una partícula de massa m i càrrega q es mou en un pla perpendicular a uncamp magnètic estàtic i uniforme ~B.(a) Si a t = 0 l’energia de la partícula és E0 calculeu com decreix aquestaenergia a causa de la radiació.(b) Demostreu que en el cas de velocitats properes a c
 t ≃ 6πǫ0m3c5
 q4B2
 (
 1
 γ− 1
 γ 0
 )
 on γ0 = γ(t = 0).(c) Calculeu l’energia E(t) de la partícula en el cas no relativista.(d) Tenint en compte que la partícula perd energia per radiació, calculeu elradi de la seva òrbita en funció del temps si inicialment el seu radi és r0.
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 11.9 Demostreu que si el moviment d’una partícula de càrrega e i massa m ésperiòdic amb període T , l’espectre de freqüències és discret, amb freqüènciesmúltiples de la freqüència fonamental ω0 = 2π/T . Demostreu que la mitjanaen el temps de la potència radiada per unitat d’angle sòlid en cada múltiplem de la freqüència fonamental és:
 ⟨
 dPm
 dΩ
 ⟩
 T
 =e2ω4
 0m2
 (8π2ǫ0c)3
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∫ 2π/ω0
 0
 dt(~v(t) × ~n) exp
 (
 imω0
 (
 t− ~n · ~x(t)c
 ))
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 .
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Capítol 12
 Ones electromagnètiques en el buit
 12.1 Les ones electromagnètiques en el buit
 En el buit, la relació entre els camps electric i magnètic, ~E i ~H , d’una banda,i el desplaçament ~D i la inducció ~B, de l’altra, és:
 ~D = ǫ0 ~E i ~B = µ0~H . (12.1)
 Així, les equacions de Maxwell en el buit, (8.5) i (8.6), en absència de càrregues icorrents, són:
 ~∇ · ~B = 0 , (12.2)~∇× ~E + ∂t
 ~B = 0 , (12.3)~∇ · ~E = 0 , (12.4)~∇× ~B − µ0ǫ0∂t
 ~E = 0 . (12.5)
 Si prenem el rotacional de (12.3), li restem la derivada temporal de (12.5) i tenimen compte la identitat vectorial
 ∇× (∇× ~E) = ∇(∇ · ~E) −∇2 ~E ,
 arribem a:
 ∇2 ~E − 1
 c2∂2
 t~E = 0 , (12.6)
 on c = (µ0ǫ0)−1/2 és la «velocitat crítica de l’electromagnetisme», que, com ja
 hem dit al capítol 1, coincideix amb la velocitat de la llum en el buit.Els tres components de l’equació (12.6) estan desacoblats i, per tant, podem
 resoldre cada component independentment dels altres.
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 Unes solucions que tenen un paper molt rellevant són les anomenades solucionsd’ona plana monocromàtica. Es tracta de solucions ondulatòries de la forma:
 ~E(~x, t) =
 3∑
 j=1
 Ej0 cos(~k · ~x− ωt+ φj) ej , (12.7)
 on ej és una base ortonormal de l’espai, les constants ~k i ω són el vector d’ona ila freqüència angular, Ej
 0 és l’amplitud real del component j i φj n’és la fase.L’equació d’ona (12.6) imposa una certa restricció sobre ~k i ω. Abans d’analit-
 zar-la, convé notar que, per la linealitat de l’equació (12.6), qualsevol superposicióde solucions de la forma (12.7) també és solució de l’equació d’ona en el buit. Amés, la solució (12.7) es pot posar també així:
 ~E(~x, t) = Re[
 ~E0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 =1
 2~E0 e
 i(~k·~x−ωt) +1
 2~E∗
 0 e−i(~k·~x−ωt) , (12.8)
 on~E0 = E
 j0 ej = Ej
 0 eiφj ej (12.9)
 és un vector amb tres components complexos que guarden la informació tant del’amplitud com de la fase.
 Si ara substituïm (12.8) en l’equació d’ona (12.6) obtenim:(
 −~k2 +ω2
 c2
 )
 Re[
 ~E0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 = 0 , (12.10)
 que es complirà si, i només si,
 k ≡∣
 ∣
 ∣
 ~k∣
 ∣
 ∣ =ω
 c. (12.11)
 Ens queda encara imposar que el camp elèctric sigui solució de les equacions deMaxwell en el buit. D’una banda, de (12.8) tenim:
 ∇ · ~E = Re[
 ~E0 · ∇ei(~k·~x−ωt)]
 = Re[
 i~k · ~E0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 i l’equació (12.4) implica que:~k · ~E0 = 0 . (12.12)
 De l’altra, a partir de (12.3) podem obtenir el camp magnètic ~B que acompanyael camp elèctric variable (12.8):
 ∂t~B = −∇× ~E = −Re
 [
 ∇ei(~k·~x−ωt) × ~E0
 ]
 = −Re[
 i~k × ~E0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 i, si integrem respecte a t:
 ~B(~x, t) = Re
 [
 ~k × ~E0
 ωei(~k·~x−ωt)
 ]
 + ~Best(~x) , (12.13)
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 z
 x
 y
 ~E(~x, t)
 ~B(~x, t)
 ~k
 Figura 12.1. Configuració del camp elèctric ~E, la inducció magnètica ~B i el vector d’ona~k, en una ona plana monocromàtica
 on la contribució magnetostàtica és arbitrària, però ha de tenir divergència i ro-tacional nuls.
 Resumint, si deixem de banda la contribució magnetostàtica, els camps elèctrici magnètic d’una ona plana monocromàtica són:
 ~E(~x, t) = Re[
 ~E0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 ~B(~x, t) = Re[
 ~B0 ei(~k·~x−ωt)
 ]
 (12.14)
 amb:~B0 =
 1
 ck × ~E0 , k · ~E0 = 0 i
 ∣
 ∣
 ∣
 ~k∣
 ∣
 ∣ =ω
 c, (12.15)
 on k és el vector unitari en la direcció de ~k.Les expressions (12.14) recorden l’equació (3.2) de les ones planes. S’anomenen
 solucions d’ona plana perquè en cada instant els llocs de fase constant són plansperpendiculars al vector d’ona ~k. La velocitat a què es desplacen aquests plans ésω/|~k| = c, i s’anomena velocitat de fase de l’ona.
 A conseqüència de la relació (12.15), el camp electromagnètic d’una ona planamonocromàtica és singular: tots dos invariants s’anul.len. En efecte, de (12.14)tenim:
 ~E · ~B =1
 2Re[
 ~E0 · ~B0 e2i(~k·~x−ωt) + ~E0 · ~B∗
 0
 ]
 .
 Ara bé, de (12.15) se segueix que ~E0 · ~B0 = 0 i també, com que k és real, tindremque:
 Re[
 ~E0 · ~B∗0
 ]
 =1
 2k ·(
 ~E∗0 × ~E0
 )
 +1
 2k ·(
 ~E0 × ~E∗0
 )
 = 0 .
 D’on resulta que ~E · ~B = 0.De manera semblant es demostra que l’altre invariant també és nul:
 ~E2/c2 − ~B2 = 0 .
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 f1-f p2= /2f1-f2=0 p/2< -f1 f p2< f1-f p2=0< -f1 f p2< /2
 Figura 12.2. Diferents formes de polarització lineal i elíptica, segons el valor del desfa-sament φ1 − φ2
 Per a més endavant ens convindrà utilitzar la següent expressió tensorial de lessolucions d’ona plana i monocromàtica:
 Fµν(x) = Re[
 Fµν0 eikρxρ
 ]
 (12.16)
 amb
 F4j0 =
 Ej0
 c, F
 jl0 =
 1
 c(kj
 El0 − kl
 Ej0) , (12.17)
 com se segueix fàcilment de (12.14) i (12.15).
 12.1.1 Polarització
 Vegem ara el paper de les fases φj dels components complexos del vector ~E0.Si, per simplificar, escollim els eixos de l’espai de manera que e3 = k, la segona deles relacions (12.15) i la definició (12.9) ens diuen que:
 ~E0 = E10 e1 + E
 20 e2 = E1
 0 eiφ1 e1 + E2
 0 eiφ2 e2 , (12.18)
 que, substituïdes a (12.14), donen per al camp elèctric:
 ~E(~x, t) = E10 cos(~k · ~x− ωt+ φ1) e1 + E2
 0 cos(~k · ~x− ωt+ φ2) e2 . (12.19)
 És a dir, és la superposició de dos components —perpendiculars a k i ortogonalsentre ells— que oscil.len amb fases diferents.
 Per a un punt ~x fixat, l’extrem del vector elèctric ~E(~x, t) descriu una corbaen el pla perpendicular a la direcció de propagació k. La forma d’aquesta corbadepèn de les amplituds E1
 0 i E20 i de la diferència de fases φ1−φ2. (Vegeu la figura
 12.2.) Per a φ1 − φ2 = 0 o π la polarització és lineal. En els altres casos tenimpolarització el.líptica (circular si les amplituds són iguals, E1
 0 = E20 ): dextrogira si
 π < φ1 − φ2 < 2π i levogira si 0 < φ1 − φ2 < π.
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 12.1.2 El tensor d’energia-moment
 La densitat d’energia en un camp electromagnètic, així com el corrent d’energiaque transporta estan relacionats amb alguns dels components del tensor d’energia-moment (com ja hem vist a la secció 8.5). En el cas d’una ona plana, si substituïml’expressió tensorial (12.16) del camp electromagnètic en la definició (8.54) deltensor d’energia-moment, tenim:
 Θµν =ǫ0c
 2
 2Re
 [
 Fµρ0 F
 ∗ν0 ρ − 1
 4ηµν
 Fσρ0 F
 ∗0 σρ
 ]
 +ǫ0c
 2
 2Re
 [(
 Fµρ0 F
 ν0 ρ − 1
 4ηµν
 Fσρ0 F0 σρ
 )
 e2i kλxλ
 ]
 .
 Hi veiem dues contribucions: la primera és constant i la segona varia sinusoïdal-ment segons la variable 2 kλxλ = 2(~k · ~x− ωt).
 Una mesura de qualsevol dels components de Θµν (la densitat d’energia, perexemple) no és instantània, sinó que comporta la interacció de l’ona amb l’aparellde mesura durant un cert temps τ . La lectura de l’aparell no donarà, doncs, elvalor instantani de Θµν , sinó una mitjana temporal. Si el temps d’interacció incloumolts períodes d’oscil.lació (ωτ ≫ 2π), llavors aquesta mitjana temporal és sobreun interval pràcticament infinit i, per la periodicitat de l’ona, solament queda lacontribució constant:
 〈Θµν(~x)〉 =1
 T
 ∫ T
 0
 dtΘµν(~x, t) =ǫ0c
 2
 2Re
 [
 Fµρ0 F
 ∗ν0 ρ − 1
 4ηµν
 Fσρ0 F
 ∗0 σρ
 ]
 .
 D’acord amb allò que hem vist en la secció 8.5, el component 〈Θ44〉 dóna ladensitat d’energia de l’ona:
 〈U〉 = 〈Θ44〉 =ǫ04
 (
 ~E0 · ~E∗0 + c2 ~B0 · ~B∗
 0
 )
 i si usem (12.15), tenim:
 〈U〉 =ǫ02~E0 · ~E∗
 0 ≡ ǫ02
 ∣
 ∣
 ∣
 ~E0
 ∣
 ∣
 ∣
 2
 . (12.20)
 El vector de Poynting està relacionat amb els components 〈Θ4i〉 —secció 8.5—i si tenim en compte (12.15), arribem a:
 〈~S〉 =ǫ0c
 2
 2Re[
 ~E0 × ~B∗0
 ]
 =ǫ0c
 2
 [
 ~E0 · ~E∗0
 ]
 k = 〈U〉ck , (12.21)
 que, comparada amb l’expressió (12.20) de la densitat d’energia, correspon a unaconvecció a velocitat c en la direcció de propagació de l’ona k.
 La resta de components estan relacionats amb el tensor d’esforços de Maxwell(8.57):
 〈Θij〉 = −T ij =ǫ02
 Re
 [
 Ei0E
 ∗j0 + c2 B
 i0B
 ∗j0 − 1
 2δij(
 ~E0 · ~E∗0 + c2 ~B0 · ~B∗
 0
 )
 ]
 .
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 ~E
 ~B
 ~k ~f
 d2 ~A
 Figura 12.3. Pressió de radiació d’una ona electromagnètica
 Un càlcul senzill en un sistema d’eixos en què e1 = k, i que té en compte lesrelacions (12.15), ens dóna que l’únic component no nul és:
 T 11 = − ǫ02
 (E22 + c2B2
 3) = −〈U〉 .
 I en un sistema d’eixos qualsevol tenim:
 〈T ij〉 = −〈U〉 ki kj . (12.22)
 Si ara recordem l’equació (8.61), el segon membre donava la força exercida pelcamp sobre el volum delimitat per la superfície A:
 ∮
 AT ij(~x, t) d2Aj .
 Així, si n és el vector unitari normal a la superfície A, orientat cap a l’interior,f i ≡ −T jinj és la força que fa el camp per unitat de superfície o pressió de radiació(vegeu la figura 12.3). De l’expressió (12.22) se segueix òbviament que:
 ~f = 〈U〉 (k · n) k .
 Notem, per acabar, que les expressions (12.21) i (12.22) es poden resumir enla igualtat tensorial:
 〈Θµν〉 =〈U〉(k4)2
 kµkν . (12.23)
 Exemple 12.1 Les solucions d’ona plana. Forma covariant
 Si ens haguéssim proposat des del principi trobar les solucions d’ona plana en laforma covariant, hauríem substituït l’expressió (12.16):
 Fµν(x) = Reh
 fµν eikρxρi
 en les equacions de Maxwell en forma tensorial i sense càrregues, (8.32) i (8.33),
 ∂µFνα + ∂νFαµ + ∂αFµν = 0 i ∂νFµν = 0 . (12.24)
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 Hauríem obtingut:
 Reh
 i(kµfνα + kνfαµ + kαfµν) eikρxρi
 = 0 i Reh
 i kνfµν eikρxρ
 i
 = 0 ,
 respectivament, que impliquen les següents relacions algebraiques entre les cons-tants kµ i fµν :
 kµfνα + kνfαµ + kαfµν = 0 (12.25)
 kνfµν = 0 (12.26)
 Si contraiem la primera amb kµ i tenim en compte la segona i que fµν 6= 0 arribema kµkµ = 0, que vol dir que el 4-vector d’ona kµ és de tipus llum [l’expressiócovariant de (12.11)].
 Escollim ara un 4-vector arbitrari lµ tal que kµlµ = 0 i definim hµ ≡ fµν l
 ν . Percontracció de (12.25) amb lµ obtenim:
 fνα = kνhα − hνkα ,
 que substituïda en (12.26) ens porta a kµhµ = 0.
 Resumint, un camp electromagnètic del tipus (12.16) satisfà les equacions deMaxwell en el buit sempre que:
 kµkµ = 0 , i fνα = kνhα − hνkα (12.27)
 amb kµhµ = 0. El 4-vector kµ té els quatre components reals, però els de hµ
 podrien ser complexos i, com que kµ és de tipus llum, tant la part real com laimaginària de hµ han de ser espacials.
 Un camp electromagnètic com aquest ha de ser forçosament singular. En efecte,de les relacions anteriors tenim que:
 fµνfνα = (hνhν) kµkα i fµνf∗να = (hνh∗
 ν) kµkα
 i s’arriba fàcilment a:
 FµνFνα = HνHν kµkα amb Hν ≡ Re
 h
 hν eikρxρi
 ,
 de la qual se segueixen immediatament, d’una banda, els invariants:
 FµνFνµ = 0 i FµνFνβFβαFαµ = 0
 i, de l’altra, el tensor energia-moment:
 〈Θµν〉 =ǫ0c
 2
 2hαh∗
 α kµkν .
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 Problemes
 12.1 Descomponeu el camp electrostàtic solució de l’equació de Laplace per a unacàrrega puntual q en ones planes que no satisfan l’equació d’ona homogènia,és a dir, que no compleixen |~k| = ω/c. Comproveu que a més són oneslongitudinals i no transversals.
 12.2 Trobeu la polaritzacio de la radiació emesa per la càrrega relativista delproblema 11.7.
 12.3 Determineu la polarització de la radiació electromagnètica emesa pel dipolmagnètic que gira de l’exemple 10.2. (És una ona esfèrica.)
 12.4 Un paquet d’ones aproximadament monocromàtiques en una dimensió té laforma instantània u(x, 0) = f(x)eik0x, on f(x) és l’envolupant moduladora.Per a les següents funcions f(x) = N exp(−α|x|/2) i f(x) = N exp(−α2x2/4)calculeu l’espectre i les desviacions quadràtiques mitjanes, ∆x i ∆k respectea les mitjanes i comproveu la desigualtat ∆x∆k ≥ 1/2.
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Capítol 13
 Ones electromagnètiques en medismaterials
 Estudiarem alguns aspectes de la propagació d’ones electromagnètiques en me-dis dispersius. La selecció de temes que conformen el capítol està orientada a en-tendre els experiments recents en què es mesuren velocitats supralumíniques pera ones electromagnètiques en medis dispersius. Sense pretendre ser exhaustius, espresenten unes pinzellades de la teoria de medis dispersius (apèndixs 13.A i 13.B),el fenomen de la dispersió anòmala i també diferents definicions possibles de lavelocitat d’una ona.
 13.1 Camps electromagnètics en medis materials
 Com ja hem comentat a la secció 8.1, les equacions de Maxwell (8.1) i (8.2)són indeterminades llevat que precisem les relacions entre el camp elèctric ~E i eldesplaçament ~D, i el camp magnètic ~H i la inducció ~B, respectivament. És a dir,les relacions constitutives (8.3):
 ~D = ǫ0 ~E + ~P , ~H =~B
 µ0− ~M ,
 on la polarització ~P i la magnetització ~M donen la resposta als camps ~E i ~Haplicats per part de les càrregues presents en el medi.
 El cas més senzill és el dels medis lineals i isòtrops, però no és tan simplecom hem avançat a la secció 8.1 perquè un mateix medi pot respondre de maneradiferent a les diverses freqüències del camp aplicat.
 Per mitjà de la transformada de Fourier, el camp elèctric ~E(~x, t) es pot expres-sar així:
 ~E(~x, t) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dω e−iωt~E(~x, ω) , (13.1)
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 on, per la relació de la transformada inversa de Fourier:
 ~E(~x, ω) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dω eiωt ~E(~x, t) . (13.2)
 Com que ~E és un vector real, tenim immediatament que:
 ~E(~x,−ω) = ~E∗(~x, ω) . (13.3)
 La relació (13.1) admet una interpretació simple. Com que el primer membreés real, gràcies a (13.3) tindrem que per a cada component:
 Ej(~x, t) =
 √
 2
 π
 ∫ ∞
 0
 dω |Ej(~x, ω)| cos[ωt− φj(~x, ω)] ,
 on |Ej | és el mòdul del nombre complex Ej i φj n’és la fase. Així Ej(~x, t) és elresultat de superposar una infinitat de components monocromàtics de freqüènciaangular ω, fase φj i amplitud |Ej | dω.
 Tenim també relacions de Fourier anàlogues a les (13.1) i (13.2) per a ~H , ~D,~B, ~P i ~M d’una banda, i ~H, ~D, ~B, ~P i ~M de l’altra.
 En els medis lineals la resposta del medi és lineal però, en general, diferent pera cada freqüència:
 Pj(~x, ω) = ǫ0
 3∑
 l=1
 χjl (ω) E l(~x, ω) , Mj(~x, ω) = µ0
 3∑
 l=1
 κjl (ω)Hl(~x, ω) .
 Aquí ens limitarem a considerar medis lineals i isòtrops, per als quals les ma-trius χj
 l (ω) i κjl (ω) són proporcionals a δj
 l , i tindrem:
 ~P(~x, ω) = ǫ0χ(ω) ~E(~x, ω) , ~M(~x, ω) = µ0κ(ω) ~H(~x, ω) , (13.4)
 on χ(ω) i κ(ω) són, respectivament, les susceptibilitats elèctrica i magnètica delmedi. Aquestes relacions són lleis fenomenològiques que es poden entendre d’acordamb un model microscòpic del medi. En veurem un exemple senzill a l’apèndix13.B.
 Si tenim en compte la relació entre la polarització i el desplaçament i entre lamagnetització i la inducció magnètica, les relacions anteriors ens porten a:
 ~D(~x, ω) = ǫr(ω)ǫ0 ~E(~x, ω) , ~B(~x, ω) = µr(ω)µ0~H(~x, ω) ,
 onǫr(ω) = 1 + χ(ω) i µr(ω) = 1 + κ(ω) (13.5)
 són els coeficients dielèctric i magnètic relatius.En principi χ(ω) és una funció qualsevol de ω, però si la relació entre el camp
 elèctric ~E(~x, t) i la polarització ~P (~x, t) ha de complir una sèrie de condicions moltgenerals i força raonables del punt de vista físic, com ara:
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 (a) ~P (~x, t) no pot dependre de ~E(~x, t′) per a t′ > t,
 (b) un camp elèctric finit i constant no produeix una polarització infinita i
 (c) el medi està en equilibri termodinàmic,
 llavors la funció χ, considerada com a funció de la variable complexa ω, no pottenir singularitats ni zeros per a Im ω > 0. (Vegeu l’apèndix 13.A per a mésdetalls.)
 Tal com s’il.lustra a l’apèndix 13.B, la forma de ǫr(ω) depèn del mecanismed’interacció del medi amb la radiació de freqüència angular ω. Per a un gas, ambun espectre d’absorció discret, ǫr és pràcticament constant excepte a la proximitatde cada freqüència ωj de l’espectre d’absorció, en què val aproximadament:
 ǫr(ω) ≈ 1 +a2
 j
 ω2j − 2iωρj − ω2
 per a uns valors de aj i ρj convenients.
 13.2 Ones electromagnètiques en un medidispersiu
 Per estudiar les ones electromagnètiques en medis materials partirem de lesequacions de Maxwell (8.1) i (8.2) en absència de càrregues lliures. Si hi substitu-ïm ~E(~x, t), ~D(~x, t), ~H(~x, t) i ~B(~x, t) per les expressions de Fourier corresponents(13.1), obtenim:
 div ~B = 0 , rot ~E = iω ~B , (13.6)
 div ~D = 0 , rot ~H = −iω ~D . (13.7)
 I si ara tenim en compte les relacions constitutives (13.4) i (13.5), després decombinar el rotacional de la segona equació (13.6) amb la segona (13.7), arribema:
 ∇2~E +n2(ω)
 c2ω2~E = 0 . (13.8)
 El nombre n(ω) =√
 µr(ω)ǫr(ω) és el que anomenem índex de refracció i és enmolts casos un nombre complex.
 13.2.1 Ones planes
 Un conjunt particular de solucions de (13.8) el formen les ones planes (elspunts de fase constant es troben sobre un pla) amb polarització lineal. Per auna d’aquestes ones, i escollint convenientment els eixos de l’espai (vegeu la figura
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 12.1), tenim ~E(~x, ω) = E(x, ω) e2 (el vector elèctric és: ~E = E(x, t) e2) i l’equació(13.8) es redueix a:
 ∂2xE +
 n2(ω)
 c2ω2E = 0 , (13.9)
 que té per solució general:
 E(x, ω) = A+(ω) eik(ω)x +A−(ω) e−ik(ω)x
 amb k(ω) = ω n(ω). Si ara utilitzem (13.1) tenim per al camp elèctric:
 E(x, t) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dω[
 A+(ω)eik(x−c′t) +A−(ω)e−ik(x+c′t)]
 , (13.10)
 on c′(ω) = c/n(ω) té dimensions de velocitat i és habitualment un nombre complex.L’expressió (13.10) ens permetrà d’entendre el significat físic de la part real i
 la part imaginària d’un índex de refracció complex, n(ω) = n1(ω) + in2(ω) , comara el que resulta de prendre la constant dielèctrica ǫr(ω) complexa donada per(13.5) i la permeabilitat magnètica µr = 1 (medi sense activitat magnètica).
 El camp elèctric E(x, t) resulta de la superposició d’ones sinusoïdals de fre-qüència ω,
 • una que viatja cap a la dreta de l’eix X
 dω√2π
 A+(ω)eik(x−c′t) =dω√2π
 A+(ω)e−ωn2x/ce−iω(t−xn1/c)
 • i l’altra que viatja cap a l’esquerra de l’eix X
 dω√2π
 A−(ω)e−ik(x+c′t) =dω√2π
 A−(ω)eωn2x/ce−iω(t+xn1/c) .
 En tots dos casos la velocitat de fase és W (ω) = c/n1(ω), i totes dues ones es vanamortint a mesura que es desplacen, una en el sentit positiu de l’eix X i l’altraen el negatiu. La longitud de penetració, o distància recorreguda per l’ona abansd’amortir-se en un factor 1/e , és:
 δ =c
 ωn2(ω).
 El fet que la velocitat de fase depengui de la freqüència té com a conseqüència elfenomen conegut amb el nom de dispersió, la diferent desviació que experimentenels diversos components monocromàtics en travessar un prisma òptic.
 Una solució de l’equació (13.9) consistirà en dos paquets d’ones, l’un que esdesplaça en el sentit positiu de l’eix X i l’altre, en sentit contrari. Així, un senyalelectromagnètic que en x = 0 respongui al perfil:
 E(0, t) = Re
 [∫ ∞
 0
 dω f(ω)e−iωt
 ]
 (13.11)
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 i viatgi en el sentit positiu de l’eix X , en arribar al punt x > 0 dóna un senyal dela forma:
 E(x, t) = Re
 [∫ ∞
 0
 dω f(ω)e−iωt+ik(ω)x
 ]
 = Re
 [∫ ∞
 0
 dω f(ω)e−iω[t−x/W (ω)]e−xk2(ω)
 ]
 (13.12)
 amb k(ω) = k1(ω) + ik2(ω) .Si comparem les expressions (13.11) i (13.12), veiem que el senyal que arriba
 a x > 0 és una superposició de components monocromàtics, com a x = 0, peròafectats cada un d’un retard x/W (ω), que a causa de la dispersió depèn de lafreqüència, i amortits en un factor que també depèn de la freqüència. Com aconseqüència, el perfil temporal del senyal rebut a x > 0 està deformat si elcomparem amb el senyal rebut en x = 0.
 13.2.2 L’índex de refracció
 S’anomena així el nombre n(ω) =√
 ǫr(ω)µr(ω) que en general és una funciócomplexa de ω i, a causa de l’arrel, és bivaluada. Nosaltres la prendrem de maneraque:
 n(ω) = n1(ω) + i n2(ω) , n1(ω) > 0 .
 Per a un medi dispersiu sense activitat magnètica, µr = 1, tenim:
 n(ω) =√
 ǫr(ω) =√
 1 + χ(ω) .
 Si el medi compleix, a més, els requisits força generals comentats al final de lasecció 13.1, llavors χ(ω) no té singularitats ni zeros en el semiplà Im (ω) > 0. Enconseqüència, n(ω) és analítica en el mateix semiplà. A més, del comportamentde χ(ω) per a freqüències grans (13.31), tenim:
 n(ω) − 1 ≈ω2
 p
 ω2, |ω| → ∞ . (13.13)
 Notem que hi ha dispersió quan n1 depèn de la freqüència. En aquest cas, ǫri χ també n’han de dependre. Però per les relacions de Kramers-Krönig (apèndix13.A), la part imaginària Imχ(ω) 6= 0 i tampoc no s’anul.larà la part imaginàrian2(ω). Per tant, la dispersió sempre va acompanyada d’absorció. Per il.lustrar-ho,veurem una representació gràfica de n1(ω) i n2(ω) en la proximitat d’una ratllad’absorció en el cas d’un medi gasós. L’índex de refracció té molt aproximadamentla forma:
 n(ω) = n1(ω) + i n2(ω) =
 √
 1 +a2
 ω20 − 2iρω − ω2
 . (13.14)
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 Dispersióanòmala
 n1(ω)
 ω
 n2(ω)
 ω = ω0
 1
 0,06
 0,964
 Figura 13.1. Part real n1 i part imaginària n2 de l’índex de refracció en funció de lafreqüència ω, a la proximitat d’una línia d’absorció
 A la figura 13.1 representem aquestes funcions per als valors «raonables» delsparàmetres: a = 1, 1ω0 i ρ = 0, 07ω0 . Veiem com el medi és transparent, n2(ω) ≈0, excepte en l’entorn de la freqüència característica ω0. Precisament en la regióestreta en què n1 és molt decreixent, n′
 1(ω) < 0, que s’anomena zona de dispersióanòmala. Més endavant en veurem les peculiaritats i els fenòmens que comporta.
 Notem també com la dispersió anòmala està molt lligada a l’absorció. Enefecte, si no hi hagués absorció, ρ = 0, n2(ω) = 0 i la gràfica de n1(ω) seria la queil.lustra la figura 13.2:
 n1(ω) =
 √
 ω20 + a2 − ω2
 ω20 − ω2
 ,
 que no està definit en l’interval ω0 < ω <√
 ω20 + a2, i sempre és creixent (sense
 dispersió anòmala).
 13.3 Les velocitats d’una ona
 La velocitat d’un punt material és un concepte simple però una ona és unobjecte extens i definir-ne la velocitat no té una resposta senzilla i inequívoca.1
 1Per a un estudi complet d’aquest tema vegeu Brillouin (1960).
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 p
 ω20 + a2ω0
 n(ω)
 ω
 1
 Figura 13.2. Quan no hi ha absorció, l’índex de refracció de fase sempre és creixent i nohi ha dispersió anòmala
 La velocitat és el quocient d’un desplaçament per un interval de temps i no sempreés clar quant s’ha desplaçat un objecte extens, i més si es deforma.
 Una ona plana monocromàtica és un objecte ideal que ocupa tot l’espai, ambuna densitat d’energia 〈U〉 homogènia. Amb aparells de mesura —que per les raonsadduïdes en la secció 12.1 mesuren 〈U〉— posats en diferents llocs de l’espai nodetectaríem cap diferència i tampoc cap moviment. Tanmateix, podem associar-liuna velocitat de fase, la velocitat a què es desplacen els plans de fase constant.Aquest concepte té significat físic perquè podem comparar velocitats de fase permitjà d’experiments d’interferometria. En les ones electromagnètiques de la seccióanterior, la velocitat de fase és el quocient
 W (ω) =c
 n1(ω)
 i per a algunes freqüències pot tenir valors supralumínics, superiors a c (vegeu lafigura 13.1 per a les freqüències de la dreta de ω0).
 Aquest fet no està en conflicte amb el paper de velocitat límit que la teoria dela relativitat assigna a c, perquè la fase d’una ona no transporta ni informació nienergia, com ja discutirem més a fons al llarg d’aquesta secció.
 La velocitat de grup
 Per tenir una ona amb 〈U〉 confinada a una regió de l’espai, hem de recórrera superposar moltes ones monocromàtiques d’amplituds i fases diferents segons lafreqüència, el que s’anomena un paquet d’ones. En aquest cas té sentit parlar dela velocitat del paquet o velocitat de grup sempre que en propagar-se el paquetmantingui la mateixa forma, si més no, aproximadament.
 Així passa quan l’índex de refracció és real i no depèn de la freqüència. Enaquest cas la velocitat de grup i la de fase coincideixen i no depenen de ω. La
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 A(t) cos(ω0t+ φ)
 ω0
 t
 ω
 f(ω)
 (a) (b)
 Figura 13.3. (a) Senyal que modula una ona portadora de freqüència ω0 i (b) componentsespectrals del mateix senyal
 comparació de les equacions (13.11) i (13.12) ens mostra com el senyal que arribaa x > 0 és la mateixa superposició de senyals harmònics que a x = 0, tots afectatspel mateix retard x/W . Per tant, E(x, t) = E(0, t− x/W ).
 També té sentit utilitzar una descripció anàloga si, per a l’interval de freqüènci-es que contribueixen significativament al paquet d’ones, l’absorció i el desfasamentno en produeixen una deformació excessiva.
 Considerem un paquet com el representat per (13.11) en x = 0 i per (13.12)en x > 0, format per un senyal A(t) que modula una ona portadora de freqüènciaω0 (figura 13.3). Suposem que només contribueixen significativament al senyal lesfreqüències |ω − ω0| < δω, compreses en un interval d’amplada 2 δω al voltantd’una freqüència central ω0. En x = 0 tenim:
 E(0, t) ≈ Re
 [
 e−iω0t
 ∫ +δω
 −δω
 dζ f(ζ)e−iζt
 ]
 = A(t) cos(ω0t+ φ) (13.15)
 amb f(ζ) = f(ω0 + ζ).Si ara usem (13.12) i posem k(ω0) = k1(ω0) + ik2(ω0), el senyal que arriba a
 x > 0 es pot expressar així:
 E(x, t) ≈ Re
 [
 e−i[ω0t−k1(ω0)x] e−xk2(ω0)
 ∫ +δω
 −δω
 dζ f(ζ)e−iζt+ix[k(ω)−k(ω0)]
 ]
 ,
 (13.16)que suggereix la interpretació d’un senyal que modula una ona portadora de fre-qüència ω0, que es propaga a la velocitat de fase W (ω0) = ω0/k1(ω0) i s’amorteixen un factor e−xk2(ω0). Per analitzar l’evolució del factor modulador usarem l’a-proximació de Taylor de primer ordre:
 k(ω) − k(ω0) = ζk′(ω0) +O(δω2) , k′(ω) =dk(ω)
 dω= k′1(ω) + ik′2(ω) ,
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 que substituïda en (13.16) dóna per al factor modulador:
 ≈∫ +δω
 −δω
 dζ f(ζ)e−iζ[t−xk′1(ω0)] e−ζxk′
 2(ω0) +O(δω3) .
 Si k′2(ω0)δω≪1, l’amortiment es pot negligir (l’absorció deforma poc el paquet) iel senyal en x > 0 és aproximadament:
 E(x, t) ≈ e−xk2(ω0) Re
 [
 e−iω0[t−x/W0]
 ∫ +δω
 −δω
 dζ f(ζ)e−iζ[t−xk′1(ω0)]
 ]
 . (13.17)
 És a dir, té la mateixa forma que el senyal a x = 0, però afectada per un factord’absorció e−xk2(ω0). L’ona portadora es desplaça a la velocitat de faseW0, mentreque la moduladora es desplaça a la velocitat de grup Ug = U(ω0) amb:
 1
 U(ω)= k′1(ω) =
 d
 dω
 (
 ωn1(ω)
 c
 )
 =n1(ω) + ωn′
 1(ω)
 c.
 Com que canvia poc de forma, sembla com si el paquet d’ones es desplacés comun tot a la velocitat
 Ug =c
 n1(ω0) + ω0n′1(ω0)
 (13.18)
 que normalment és sublumínica, U(ω) < c, excepte en les regions de dispersióanòmala, en què n′
 1(ω) < 0, i es poden donar velocitats de grup supralumíniquesi fins i tot negatives, com veurem en la secció 13.4. Però aquest fet tampocno està en conflicte amb la teoria de la relativitat, perquè no té implicacionscausals. En efecte, la velocitat de grup representa de fet la velocitat a què esdesplaça el màxim del paquet, però la posició d’aquest punt en un instant no estàdeterminada només per la seva posició un instant abans, sinó per la forma de totel paquet. Precisament quan hi ha dispersió anòmala, l’absorció és important idepèn molt de la freqüència, de manera que afecta de manera molt diferent elsdiversos components monocromàtics, el perfil del senyal es deforma molt i no tésentit parlar de «paquet».
 Velocitat del front
 Aquesta definició de velocitat és particularment notable pel que fa a la cau-salitat. Es pot aplicar als casos en què el senyal té un inici ben delimitat, queconstitueix el front de l’ona: en el punt que prenem com a x = 0 el camp és nulabans de t = 0 i a partir d’aquest moment hi comença a arribar senyal. Amb quinretard arriba la pertorbació a un altre punt x?
 Considerem un tren finit format per N ones sinusoïdals que es propaga en elsentit positiu de l’eix X . Suposarem que en x = 0 el perfil del senyal és:
 E(0, t) =
 0 si t < 0 o T < tsin(ω1t) si 0 < t < T
 (13.19)
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 amb ω1 = 2πN/T . En l’instant t = 0 el front de l’ona és a x = 0.El camp elèctric en els punts x > 0 vindrà donat per una expressió com la
 (13.10) amb A−(ω) = 0 perquè l’ona es propaga en el sentit de x creixent, itindrem:
 E(x, t) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dω e−iω(t−xn(ω)/c)A+(ω) , (13.20)
 on la funció A+(ω) = 0 es pot obtenir d’especificar la relació anterior per a x = 0i invertir la transformada de Fourier, tot tenint en compte (13.19). Així tenim:
 A+(ω) =1√2π
 ∫ ∞
 0
 dt eiωt E(0, t) =ω1 (eiωT − 1)√2π (ω2 − ω2
 1), (13.21)
 que, substituïda en (13.20) i tenint en compte que, per a valors reals de ω, n(−ω) =n∗(ω) , ens permet de posar:
 E(x, t) = F (x, t) − F (x, t− T ) (13.22)
 amb
 F (x, t) =ω1
 2π
 ∫ ∞+i0
 −∞+i0
 dωe−iω(t−x/c)
 ω2 − ω21
 eixω[n(ω)−1]/c , (13.23)
 que és real perquè n(−ω) = n∗(ω).Per avaluar aquesta integral seguirem mètodes d’integració en el pla complex
 ω i tindrem en compte que:
 (a) les singularitats de l’integrand són: d’una banda els dos pols simples ω =±ω1 i, de l’altra, les que pugui tenir ωn(ω),
 (b) que de l’equació (13.13) se segueix que, per a freqüències grans,ω[n(ω) − 1] ≈ O(ω−1), i resulta que:
 ei xc [n(ω)−1]ω ≈ 1 + O(ω−1) per a |ω| → ∞ ,
 (c) l’exponencial e−iω(t−x/c) és regular per a qualsevol ω i per a |ω| → ∞
 • tendeix a 0 quan Imω > 0, si t−x/c < 0 [circuit C+ de la figura 13.4(a)],o
 • tendeix a 0 quan Imω < 0, si t − x/c > 0 [circuit C− de la figura13.4(b)],
 D’acord amb tot això, si t− x/c < 0, la integral del segon membre de (13.23) seràigual a la integral sobre el circuit C+ de la figura 13.4(a) i, com que l’integrand noté singularitats a l’interior de C+, tenim:
 F (x, t) = 0 si t <x
 ci F (x, t− T ) = 0 si t < T +
 x
 c.
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 (a)
 −ω1 ω1
 C+
 (b)
 C−
 −ω1 ω1
 (c)
 γ1 γ2
 Cs
 Figura 13.4. Diversos circuits d’integració per a (13.23), amb les singularitats del’integrand, ±ω1 (les zones ombrejades representen altres possibles singularitats). (a)t− x/c < 0, (b) i (c) t− x/c > 0
 És a dir, a la profunditat x dins del medi no hi arriba senyal abans de t = x/c i,per tant, la velocitat del front mai no supera la velocitat de la llum en el buit.
 Si t − x/c > 0, llavors s’anul.la la integral al semicercle infinit del semiplàinferior i la integral (13.23) equival a la integral al circuit C− de la figura 13.4(b)i, a causa de les singularitats incloses dins del contorn, el càlcul no és tan simplecom en el cas anterior.
 La integral F (x, t) dóna el mateix si deformem el contorn sense excloure capsingularitat. En aquest sentit, podem substituir C− per γ1 + γ2 + Cs (vegeu lafigura 13.4.c), i tenim:
 F (x, t) = sin(
 ω1[t−x
 cn1(ω1)]
 )
 e−ω1xc
 n2(ω1) +Bs(x, t) ,
 on Bs és la contribució de Cs i resulta ser un terme transitori. El primer terme vede la integral al voltant dels pols ±ω1, correspon al senyal sinusoïdal incident, ambl’amortiment que correspon a l’absorció del medi i és la contribució que queda ala llarga, per a valors grans de t≫ x/c.
 13.4 Propagació supralumínica en un meditransparent
 En una banda de freqüència propera a una ratlla d’absorció hi ha dispersióanòmala i un senyal es podria propagar a una velocitat de grup superior a c. Peròper a aquestes freqüències properes l’absorció és important i, com que és moltvariable, afecta de manera diferent cada component cromàtic. D’això en resultauna deformació fatal del senyal a mesura que es desplaça en el medi i així deixade tenir sentit interpretar la velocitat de grup com la velocitat d’alguna cosa, elsenyal, que es mou com un tot mentre preserva una suposada identitat.
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 Figura 13.5. Índex de refracció i coeficient d’amplificació per a un medi amb dues líniesproperes
 Per a un medi amb dues línies d’absorció properes, ω1 i ω2, el coeficient die-lèctric té la forma:
 ǫ(ω) = 1 − M1
 ω − ω1 + iγ− M2
 ω − ω2 + iγ
 per a una estreta banda de freqüències propera a ω1 i ω2. Els coeficients M1 i M2
 són positius i depenen de la intensitat de l’absorció, la qual depèn dels paràmetresanomenats força d’oscil.lador i freqüència de plasma.
 Si en comptes d’absorció hi ha amplificació, llavors el coeficient dielèctric enaquesta banda de freqüència és:
 ǫ(ω) = 1 +M1
 ω − ω1 + iγ+
 M2
 ω − ω2 + iγ. (13.24)
 Aquesta situació es dóna en particular quan fem incidir una ona electromagnèticaen un medi preparat de manera que els àtoms estan en un estat excitat (per mitjàde bombeig òptic, per exemple). Llavors es produeix el que s’anomena emissióestimulada: els àtoms del medi emeten una radiació que té la mateixa freqüènciaque l’ona incident, a la qual se superposa coherentment (en fase) i l’amplifica.
 La figura 13.5 representa les parts real i imaginària de n(ω) per a un mediamb un coeficient dielèctric com ara el donat per (13.24) en la proximitat de lesfreqüències ω1 i ω2. Hi veiem una zona de dispersió anòmala pràcticament lineal i,en una banda estreta, l’amplificació és pràcticament constant. Un senyal lluminóssimilar al representat per l’equació (13.15), amb una amplada de banda que caiguidins d’aquesta zona, mantindrà el mateix perfil mentre es propaga i pràcticamentno es deformarà. A més, si el pendent cap avall (negatiu) de la gràfica de l’índexde refracció és gran, el denominador de (13.18) és petit i la velocitat de grup potser molt gran. Fins i tot, si n′
 1(ω) és prou negatiu, el denominador n1(ω)+ωn′1(ω)
 pot ser negatiu i llavors la velocitat de grup Ug és negativa.
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 Figura 13.6. Esquema del doblet d’amplificació
 Per preparar un dispositiu experimental en què es reprodueixin unes condicionsde dispersió anòmala com les esmentades, Wang et al.2 van preparar un medi quepresenta dues ratlles d’amplificació prou properes. El medi és el vapor de cesiatòmic a 30C contingut en una cèl.lula de 6 cm de longitud. Per bombeig òptices fa que la majoria dels àtoms de Cs passin al subnivell hiperfí magnètic F = 4 im = −4 del nivell 6S1/2, i que denotarem per estat |A〉.3 Pel que fa a l’experiment,seran importants altres dos estats: l’estat F = 4,m = −3 del nivell 6P3/2, quedenotarem |C〉, amb una energia superior i accessible per una transició òptica(per absorció d’un fotó) i l’estat que indicarem per |B〉, que correspon al subnivellF = 4 i m = −2 del mateix nivell 6S1/2. Les regles de selecció prohibeixen quela transició |A〉 −→ |B〉 es produeixi per l’absorció d’un sol fotó, però permetenque la transició tingui lloc per efecte Raman no ressonant, en què intervenen dosfotons.
 S’hi apliquen dos camps d’ona contínua (sinusoïdals i d’amplitud constant) debombeig Raman, Ea, a = 1, 2, amb freqüències fa separades per ∆f = 80 MHzi que no són suficients per produir la transició òptica |A〉 −→ |C〉 (és a dir, ladiferència d’energies EC − EA és més gran que hνa).
 En un medi preparat així s’estudia la propagació d’un feix de prova Raman.Aquest feix experimenta una amplificació ressonant per emissió Raman estimuladaper a les freqüències que corresponen al balanç d’energia:
 EA + hfa = hν + EB amb a = 1, 2.
 D’aquesta manera es té un doblet d’amplificació, amb dues freqüències ressonantsν1 i ν2 separades per ∆ν = ∆f = 80 MHz (figura 13.6).
 S’ha d’aconseguir un doblet de línies d’amplificació que es pugui mantenirestable durant el temps que dura l’experiment. L’emissió espontània i el fet que
 2Wang, L. J., Dogariu, A. i Kuzmich, A., Phys. Rev., A63, 053806 (2001).3El nombre quàntic F és el moment angular total dels electrons i el nucli i el m és el component
 del moment angular en la direcció del camp magnètic.
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 l’estat excitat tingui una vida mitjana curta són factors que juguen contra aquestaestabilitat. A més, el feix de prova ha de ser prou feble perquè el nombre defotons en joc sigui petit en comparació al nombre d’àtoms i no se saturi l’efected’amplificació Raman.
 o
 o
 o
 o
 (I)
 (II)
 Apantallament magnètic
 Cèl·lula gas Cs Camp magnètic
 Prova
 òpticBombeig
 Bombeig Raman
 LQ1
 BombeigRaman
 Prova
 D2
 Bombeig Raman ( +) i prova ( −)
 Bombeig òptic σ Bombeig
 D1
 òptic( −)
 σ σ
 LQ2
 Figura 13.7. Esquema del dispositiu experimental
 La cèl.lula es manté a una temperatura de 30C, aïllada del camp magnèticterrestre i en el si d’un camp magnètic d’1 G d’una bobina de Helmholtz, paral.lelaa la direcció de propagació de tots els feixos de llum, que serveix per establir l’eix dequantització del moment angular. Per bombeig òptic es porten els àtoms de cesi al’estat |A〉. Al mateix temps, tres feixos de llum làser es propaguen paral.lelamentdins la cèl.lula: dos són feixos de bombeig Raman intensos, d’ona contínua, ambpolarització dextrogira (σ+) i freqüències que difereixen en uns 80 MHz, i el tercerés un feix de prova Raman feble i amb polarització levogira (σ−). La freqüènciad’aquest feix de prova també es pot regular i tant pot funcionar en mode d’onacontínua com en mode polsant.
 Primer es fa funcionar el feix de prova en mode d’ona contínua i es mesurael coeficient d’amplificació i l’índex de refracció en funció de la freqüència (figura13.6.b). Les dues corbes s’obtenen per ajust dels resultats a l’expressió (13.24).
 Després es fa funcionar en mode polsant. S’envien a través de la cèl.lula polsosquasi gaussians de 2,4µs d’amplada (a la meitat del màxim), amb una freqüènciade repetició de 50 kHz. Es recull el senyal en el detector D2 de la figura 13.7
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 Inte
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 Figura 13.8. El gràfic A correspon al pols de llum no ressonant i el B al pols de labanda de dispersió anòmala (la magnitud de A s’ha normalitzat a la de B). Les duesamplificacions corresponen a les parts del davant i del darrere del pols i permeten demesurar l’avançament de B respecte de A
 i s’envia a un oscil.loscopi. Primer se sintonitza el làser de manera que els trescamps Raman són molt lluny de la ressonància; els àtoms de Cs no fan cap efectei la velocitat de propagació del pols de prova dins la cèl.lula és c, com en el buit.Tot seguit se sintonitza el làser de manera que els tres camps Raman estan enressonància i s’enregistra la dependència temporal de la intensitat del pols deprova mesurada pel detector D2. Finalment, per comprovar que no es produeixcap deriva sistemàtica, es torna a sintonitzar lluny de la ressonància i es troba queel pols transmès és idèntic al del primer cas, amb una tolerància de menys d’1 ns.
 A la figura 13.8 es presenten els dos tipus de pols: el no ressonant, A, que espropaga a la velocitat c al llarg dels 6 cm de la cèl.lula i el B, format per freqüènciesen la banda de dispersió anòmala. S’observa un avançament del màxim del pols Bd’uns 63± 1 ns, que si el comparem amb els 2 ns que triga el pols A a travessar lacèl.lula, ens dóna un índex de refracció de grup efectiu de ng = −315± 5. (El quees mesura directament és l’avançament dels punts semimàxims del pols, que sónels que permeten millor precisió, i en el supòsit que la forma del pols es manté —com d’altra banda suggereix clarament la figura 13.8 — s’atribueix l’avançamentcorresponent al màxim del pols.)
 L’experiment no detecta, doncs, una velocitat supralumínica (que segons larelativitat violaria la causalitat) sinó, cosa que sembla encara pitjor, una velocitatnegativa: el màxim del pols surt de la cèl.lula abans d’entrar-hi. Però, com elsmateixos autors de l’experiment assenyalen, una velocitat de grup supralumínica ofins i tot negativa no representa una violació de la causalitat. En efecte, la posiciódel màxim del pols en un instant donat no és la causa de les posicions del màximen instants posteriors. Més aviat és tota l’ona en un instant la que determina quin
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 serà el perfil després.Per aprofundir una mica més en l’anàlisi causal, acceptem que el mecanisme
 que regeix la propagació del pols és descrit per l’equació d’ona (13.9), i cadacomponent cromàtic es propaga independentment dels altres, amb un índex derefracció n(ω). La propagació d’una ona és causal si l’estat de l’ona en un instantdonat t0, és a dir, l’amplitud complexa E(x, t0) en qualsevol punt x, determinal’estat de l’ona en un instant posterior E(x′, t), per a t > t0 i en qualsevol puntx′.
 El perfil del pols enregistrat pel detector dóna una mesura de la intensitat delpols, I(x, t) ∝ |E(x, t)|2, però no té en compte la fase. Per tant, la relació causalentre E(x, t0) i E(x′, t) no es tradueix en una relació causal entre el perfil del polsen l’instant t0 i el perfil del pols més tard, a t > t0.
 És més, si ens parem a examinar els ordres de magnitud que hi intervenen, ensadonarem de com de pretenciosa resulta la transposició que inconscientment homestaria temptat de fer: entendre «el pols surt de la cèl.lula abans d’entrar-hi», encomptes del que realment mesura l’experiment: «el màxim del pols surt de la cèl-lula abans d’entrar-hi». Amb els ordres de magnitud en joc, no sembla raonableaproximar tot el pols per un punt. En efecte, a causa del gran valor de c, els2,4µs d’amplada temporal del pols indiquen que la llargada del pols és d’uns 720m (vegeu figura 13.4), unes 104 vegades la mida de la cèl.lula. L’avançament delmàxim de 63 ns indica que el màxim que surt ho fa quan el que ha d’entrar encaraés 19 m més enrere. En qualsevol cas, quan el màxim del pols surt de la cèl.lula,ja hi ha entrat gairebé la meitat del senyal.
 19 m
 x
 1,2ms 1,2ms
 6 cm
 Figura 13.9. El màxim del senyal surt de la cèl.lula quan el màxim del senyal que entraencara és 19 m més enrere però quan gairebé ja hi ha entrat la meitat del senyal (la figurano és a escala)

Page 301
                        

13.A. Les relacions de Kramers-Krönig 303
 Apèndix 13.A: Les relacions de Kramers-Krönig
 La primera de les equacions (13.4) és una relació entre les transformades deFourier de la polarització i el camp elèctric, ~P i ~E , que són vectors complexos. Lasusceptibilitat χ(ω) serà, doncs, una funció complexa de ω. A continuació veuremcom un seguit de condicions molt genèriques i plausibles sobre la resposta al campextern impliquen un conjunt de restriccions sobre la forma d’aquesta funció χ(ω).
 Si apliquem el teorema de convolució (vegeu l’apèndix C), l’equació (13.4) ensporta a una relació entre polarització i camp del tipus:
 ~P (~x, t) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dt′G(t− t′) ~E(~x, t′) , (13.25)
 on G(t) és la funció resposta i està relacionada amb l’antitransformada de Fourierde la susceptibilitat elèctrica:
 G(t) =1√2π
 ∫ ∞
 −∞dω χ(ω) e−iωt , χ(ω) =
 1√2π
 ∫ ∞
 −∞dtG(t) eiωt . (13.26)
 La relació (13.25) no és local en el temps. Això reflecteix el fet que en general laresposta del medi no és instantània i ~P (~x, t) depèn dels valors del camp elèctricen qualsevol instant t′.
 Sembla raonable que els valors del camp en instants anteriors t′ < t puguininfluir en el valor de la polarització en l’instant t, perquè el medi ha trigat a reacci-onar. Però del punt de vista d’una relació causal entre camp elèctric i polarització,resultaria del tot estrany que ~P (~x, t) depengués dels valors del camp en instantsposteriors, t′ > t. Sembla, doncs, raonable imposar que:
 G(τ) = 0 si τ < 0 . (13.27)
 Així, l’integrand de (13.25) és nul per a t′ > t.Aquesta condició es tradueix en una restricció sobre χ(ω). En efecte, si intro-
 duïm (13.27) en la segona de les equacions (13.26) tenim:
 √2π χ(ω) =
 ∫ ∞
 0
 dtG(t) eiωt =
 ∫ ∞
 0
 dtG(t) e−t(−iω) = g(−iω) , (13.28)
 on g(s) és la transformada de Laplace de G(t). Aquesta relació matemàtica, juntamb algunes suposicions suplementàries sobre G(t), ens portaran a limitacionsimportants sobre la susceptibilitat. (A partir d’ara considerarem χ(ω) com unafunció d’una variable complexa.)
 Com que les magnituds que intervenen en (13.25) són reals, també ho serà lafunció de resposta G(t) i, per tant, de (13.26) se segueix immediatament que:
 χ(ω) = χ∗(−ω∗) . (13.29)
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 Com a conseqüència, χ(ω) pren valors reals sobre l’eix imaginari ω = iy.En el cas d’un medi no conductor sembla raonable suposar que:
 ∫ ∞
 0
 dτ G(τ) <∞ .
 Si no fos així, l’aplicació d’un camp elèctric finit i constant donaria lloc [per (13.25)]a una polarització infinita. Per tant, la transformada de Laplace g(s) serà unafunció analítica de la variable complexa s en tot el semiplà Re (s) > 0 i, si tenimen compte (13.28), això equival a:
 χ(ω) és analítica en el semiplà Im (ω) > 0 . (13.30)
 I en el cas, físicament raonable per a un dielèctric, que G(τ) → 0 per a τ → ∞ , lafunció χ(ω) és analítica també sobre l’eix real. (Aquesta condició no es compleixper als conductors, perquè la susceptibilitat té un pol simple a ω = 0 , χ(ω) ≈iσ/ω , on σ és la conductivitat.)
 Comportament a altes freqüències
 Si en l’expressió (13.28) substituïm G(τ) per la seva sèrie de Taylor en τ = 0 iintegrem formalment la sèrie terme a terme, obtenim la sèrie asimptòtica
 √2π χ(ω) = i
 G(0+)
 ω− G′(0+)
 ω2+O(ω−3) ,
 on f(0+) vol dir el límit per la dreta de la funció f en el 0. Si G(τ) és contínuaen τ = 0, és a dir, no deixa de ser nul.la sobtadament en passar de τ < 0 a τ > 0,llavors G(0+) = G(0−) = 0, i ens queda:
 χ(ω) ∼ −ω2
 p
 ω2amb ω2
 p ≡ G′(0+)√2π
 , (13.31)
 que ens dóna el comportament de χ a freqüències grans. Aquest és el cas perexemple en el model simple de la secció 13.4 [equació (13.45)].
 La dissipació de l’energia
 En presència d’un camp electromagnètic, un medi dispersiu (que suposaremsense activitat magnètica) intercanvia contínuament energia amb el camp. Si es
 tracta d’un camp extern periòdic, com ara ~E(~x, t) = Re[
 ~E(~x, ω)e−iωt]
 , al llargd’un període hi ha conversió d’energia del camp en energia cinètica de les càrreguesdel medi i a la inversa. Mentrestant, part de l’energia que adquireixen les càrregueses dissipa en forma de calor. La taxa d’aquesta dissipació per unitat de temps ide volum ve donada per l’efecte Joule:
 Q(~x) = 〈~ · ~E〉 =1
 T
 ∫ T
 0
 dt~(~x, t) · ~E(~x, t) , (13.32)
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 és a dir, la mitjana temporal del treball que fa el camp sobre el sistema de càrreguesal llarg d’un període T = 2π/ω.
 En el dielèctric no hi ha càrregues lliures i tot el corrent és degut a les vari-acions de la polarització: ~ = ∂t
 ~P . Si tenim en compte la relació (13.4) entre lapolarització i el camp elèctric, tenim que:
 ~ = Re(
 −iωǫ0χ(ω)~E(~x, ω) e−iωt)
 ≡ Re(
 ~J (~x, ω) e−iωt)
 . (13.33)
 En calcular el producte ~ · ~E ens trobarem amb uns termes que varien com e−2iωt,uns altres que varien com e2iωt i uns altres que no depenen del temps. Aquestsdarrers són els únics que contribueixen a la mitjana temporal al llarg d’un període.Així:
 Q =1
 2Re[
 ~J ∗(~x, ω) · ~E(~x, ω)]
 =1
 2Re[
 iωǫ0χ∗(ω)~E∗(~x, ω) · ~E(~x, ω)
 ]
 =1
 2ǫ0
 ∣
 ∣
 ∣
 ~E(~x, ω)∣
 ∣
 ∣
 2
 ω Im [χ(ω)] . (13.34)
 La part imaginària de χ(ω) és la que té a veure amb la dissipació d’energia enforma de calor: és l’energia que el medi absorbeix i no retorna al camp ondula-tori incident. Si el medi estava en equilibri termodinàmic, la llei d’augment del’entropia implica que Q > 0 i, per tant:
 ω Imχ(ω) > 0 per a ω ∈ IR . (13.35)
 Els zeros de la constant dielèctrica
 A partir d’una condició molt genèrica com ara el caràcter causal de la relació(13.25) entre la polarització i el camp aplicat, hem obtingut que la susceptibilitatχ(ω), i també la constant dielèctrica del medi ǫr(ω) = 1 + χ(ω), no poden tenirsingularitats en el semiplà complex Im (ω) > 0.
 Ara veurem que, si ǫr(ω) compleix la condició (13.31) a l’infinit i el medi estàen equilibri termodinàmic —condició (13.35)—, llavors en la regió Imω > 0 no hiha tampoc zeros de ǫr(ω). Per demostrar-ho s’invoca el teorema de Rouché per aintegrals en el pla complex:
 Si F (ω) és una funció analítica sobre el contorn C i meromorfa en elseu interior i no s’anul.la sobre C, llavors:
 1
 2πi
 ∮
 C
 F ′(ω)
 F (ω)dω = Z − P ,
 on Z i P són, respectivament, el nombre de zeros i el nombre de polsde F en l’interior de C.
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 (a)
 CR = C− + C+ + ΓR
 ω
 ΓR
 C− C+
 (b)
 χ
 0 χ0
 C′+
 C′−
 Figura 13.10. Camins d’integració complexa en els plans ω i χ per determinar el nombrede zeros
 Si apliquem aquest resultat a F (ω) = χ(ω) + A, on A és un nombre real, amb elcircuit CR de la figura 13.10.a, i si tenim en compte que χ(ω) no té singularitatsen el semiplà superior i per tant P = 0, obtenim:
 Z =1
 2πi
 ∮
 CR
 χ′(ω)
 χ(ω) +Adω .
 Pel canvi de variable complexa χ = χ(ω) podem traduir aquesta integral al placomplex χ (figura 13.10.b):
 Z =1
 2πi
 ∮
 CR
 dχ
 χ+A. (13.36)
 Ara, per la condició (13.31) tindrem que sobre el semicercle |ω| = R
 |χ(ω)| ≈∣
 ∣ω2p
 ∣
 ∣
 R2.
 Així el punt ω = ∞ es converteix en χ = 0, i el semicercle ΓR de la figura 13.10 (a)es converteix en un bocí de circuit ΓR que no s’allunya de χ = 0 més de ω2
 p/R2.
 Per a ω = 0, χ(0) és el valor estàtic de la susceptibilitat i és positiu.Com a conseqüència de (13.29) tindrem que les dues semirectes reals C+ i C−
 del pla ω es converteixen en els camins C′+ i C′
 −, complexos conjugats l’un de l’altre.El troç de recta 0 < χ < χ(0) en el gràfic de la figura 13.10.b és la imatge delsemieix imaginari positiu del pla ω.
 La integral (13.36) dóna Z = 1 o 0, segons si χ = −A és interior o exterioral circuit CR (teorema de Cauchy). Per a A = 1, tenim Z = 0 i, per tant,ǫr(ω) = 1 + χ(ω) no té zeros en el semiplà Imω > 0.
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 Les relacions de Kramers-Krönig
 Com que χ(ω) és analítica per a Imω ≥0 podem aplicar el teorema de Cauchyi tenim:
 χ(ω) =1
 2πilim
 R→∞
 ∮
 CR
 dω′ χ(ω′)
 ω′ − ω
 per a qualsevol ω interior al circuit CR
 de la figura.
 ω
 CR
 Per a valors reals de la freqüència ω, una transformació senzilla de l’expressióanterior ens porta a:
 χ(ω) =−iπP∫
 R
 dω′ χ(ω′)
 ω′ − ω=
 −iπ
 limρ→0+
 (∫ ω−ρ
 −∞+
 ∫ ∞
 ω+ρ
 )
 dω′ χ(ω′)
 ω′ − ω, (13.37)
 on P vol dir la part principal de la integral. A més, hem usat (13.31) per negligirla integral al semicercle de radi R, perquè per a R → ∞ tendeix a zero com 1/R2.
 Si ara separem la part real de la imaginària i tenim en compte (13.29), obtenimles relacions de Kramers-Krönig (per a ω ≥ 0):
 Reχ(ω) =2
 πP∫ ∞
 0
 dω′ω′Imχ(ω′)
 ω′2 − ω2(13.38)
 Imχ(ω) =−2ω
 πP∫ ∞
 0
 dω′Reχ(ω′)
 ω′2 − ω2(13.39)
 que relacionen els components dispersiu, Reχ(ω), i absortiu, Imχ(ω), de la sus-ceptibilitat. Aquest resultat té molta importància a la pràctica, perquè permetdeterminar Reχ(ω) a partir de Imχ(ω), que es pot obtenir a partir de mesures depenetració.
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 Apèndix 13.B: Un model simple de dielèctric
 Per fixar les idees estudiarem un model de dielèctric senzill que ens permetràde concretar les propietats que acabem de comentar de la funció χ(ω). El die-lèctric estarà format per molècules que, o no són polars o, si ho són, l’agitaciótèrmica fa que els dipols moleculars estiguin orientats a l’atzar, de manera que ladensitat de polarització mitjana és nul.la. En qualsevol cas, l’aplicació d’un campelèctric extern té dos efectes: d’una banda augmenta la polarització de cada dipolindividual i, de l’altra, fa que els dipols s’orientin preferentment en la direcció delcamp aplicat.
 El moment dipolar mitjà de les molècules del medi serà ~π = γ ~Eef , on γ ésun coeficient de polaritzabilitat que depèn de la resposta de cada molècula alcamp elèctric efectiu ~Eef en el lloc que es troba la molècula. A aquest camp hicontribueixen tant el camp extern aplicat ~E, com el camp mitjà produït per ladistribució de dipols moleculars. Un raonament d’electrostàtica que val també pera camps aplicats lentament variables,4 dóna:
 ~Eef = ~E +1
 3ǫ0~P , (13.40)
 on ~P és la polarització o densitat de moment dipolar.Si N és el nombre de molècules per unitat de volum, ~P = Nγ ~Eef i, usant
 (13.40), tenim que:
 ~P =3ǫ0Nγ
 3ǫ0 −Nγ~E .
 Suposem que apliquem un camp oscil.lant ~E = ~E(ω)e−iωt. Llavors la polarit-zació serà ~P = ~P(ω)e−iωt, amb
 ~P(ω) =3ǫ0Nγ
 3ǫ0 −Nγ~E(ω) (13.41)
 i si comparem amb (13.4) i (13.5), obtenim:
 ǫr(ω) =3ǫ0 + 2Nγ
 3ǫ0 −Nγ. (13.42)
 D’aquesta relació aïllem la polaritzabilitat
 γ =3ǫ0N
 ǫr − 1
 ǫr + 2
 que, en medis sense activitat magnètica (amb ǫr = n2), dóna la coneguda fórmulade Lorentz-Lorenz.
 4Per a una discussió més completa, vegeu Jackson (1975, 2a ed.)
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 El model anterior implica un seguit d’aproximacions que en limiten la validesa.En primer lloc hem suposat que cada molècula veu les altres com si fossin dipols,i això vol dir que el medi és prou enrarit perquè les distàncies intermolecularssiguin grans i els efectes quadrupolars i superiors siguin negligibles. Les molèculesno poden tenir formes complicades, com ara els llargs filaments típics dels cristallslíquids. Finalment, tot i que el raonament que condueix a (13.40) es basa enl’electrostàtica, també val sempre que els efectes ondulatoris siguin petits en unaregió que en mitjana contingui només un dipol molecular. En el cas d’un gasaquesta condició deixa de complir-se en la regió ultraviolada de l’espectre.
 Si el medi és prou enrarit, Nγ≪1 i l’equació (13.42) es pot aproximar per:
 ǫr = 1 +Nγ
 ǫ0. (13.43)
 Com ja hem dit més amunt, ǫr pot dependre de la freqüència ω del camp aplicat.D’acord amb (13.42), això vol dir que el coeficient de resposta tambéen depèn: γ(ω). Per fer-nos una idea del mecanis-me i de la forma d’aquesta dependència, conside-rarem un model de dipol molecular que consisteixen dues càrregues +q i −q desplaçades un cert va-lor ~s (tal com es mostra a la figura). El momentdipolar molecular serà ~π = q~s.
 +
 -−q
 +q
 ~s
 Per simplicitat suposarem que les càrregues estàn lligades per una força tipusoscil.lador harmònic, mω2
 0~s, de manera que sota el camp elèctric efectiu ~Eef =~Eef (ω)e−iωt, l’equació del moviment serà:
 ~s+ 2ρ~s+ ω20~s =
 q
 m~Eef e
 −iωt . (13.44)
 El terme dissipatiu 2ρ~s és una simplificació per donar compte de la pèrdua d’e-nergia, per exemple per emissió de radiació electromagnètica.
 La solució de (13.44) és:
 ~s(t) =q
 m(ω20 − 2iωρ− ω2)
 ~Eef ,
 a part d’un terme transitori que s’amorteix com e−ρt. (El fet que es tracti d’unvector complex es deu al fet que estem usant un camp ~Eef complex, però comque les equacions usades són totes lineals, s’obté un resultat amb sentit físic si ensquedem només amb la part real.)
 Com que ~π = q~s, si combinem l’expressió anterior amb 〈~π〉 = γ ~Eef , arribem a:
 γ(ω) =q2
 m(ω20 − 2iωρ− ω2)
 ,
 que, substituïda a (13.43), dóna:
 ǫr(ω) = 1 +ω2
 p
 ω20 − 2iωρ− ω2
 , ωp =
 √
 Nq2
 mǫ0, (13.45)
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 on ωp s’anomena freqüència de plasma.Notem que l’expressió anterior dóna per a χ el comportament a freqüències
 grans predit per l’equació (13.31), amb G′(0+) = ω2p.
 El model simple presentat aquí és vàlid per a un gas i per a freqüències apli-cades properes a una ratlla d’absorció, ω0, ja que la resposta de les càrreguesatòmiques i moleculars està descrita raonablement bé per l’aproximació de l’oscil-lador harmònic (13.44). Si volem abastar una banda més àmplia de freqüències,haurem de substituir (13.45) per:
 ǫr(ω) = 1 +∑
 j
 a2j
 ω2j − 2iωρj − ω2
 ,
 on ωj són les diverses freqüències de l’espectre del material. (Per a líquids i sòlidsno val un model tan senzill, especialment perquè a causa de la major proximitatdels àtoms, cada electró pot interaccionar amb més d’un àtom a la vegada.)
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Apèndix A
 Tensors i mètriques
 A.1 Vectors, escalars i tensors
 En els cursos previs de física newtoniana ens hem habituat a parlar del vectorvelocitat, diem que la força és un vector i tenim una idea intuïtiva de què vol diraixò. Són magnituds amb tres components, com també ho són el camp elèctric, elcamp magnètic, l’acceleració, etc. D’altra banda, no trobem estranyes afirmacionscom ara que l’energia és un escalar, i que també ho són la pressió, la temperatura,etc. Per contra, no diem que el component v1 de la velocitat sigui un escalar (ésun nombre, però no un escalar) i tampoc se’ns acudiria de fer un vector que tinguiper components la pressió, la temperatura i la densitat d’un gas.
 Què és el que fa que (v1, v2, v3) sigui un vector i que, en canvi, (p, T, ρ) no?Doncs les lleis de transformació a què obeeixen sota canvis de coordenades.
 A.1.1 Escalars
 Suposem que les lleis de transformació entre dos sistemes de coordenades es-pacials «rectilínies», C i C′, a IRn són:
 xi′ =
 n∑
 j=1
 Ai′
 j xj + Ci′ ≡ Ai′
 j xj + Ci′ , (A.1)
 on (Ai′
 j ), i, j = 1, . . . n és una matriu quadrada de rang n invertible: (Ai′
 j ) ∈GL(n, IR). En l’equació anterior hem introduït el conveni de la suma segons elqual un índex repetit en un mateix monomi, un cop a dalt i l’altre a baix, significasuma per a tots els possibles valors d’aquest índex. (A partir d’ara aplicaremaquest conveni llevat que indiquem explícitament el contrari.)
 Les transformacions del tipus (A.1) s’anomenen afinitats i formen el grup afín-dimensional. L’element neutre és la transformació identitat, amb Ai′
 j = δi′
 j i
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 Ci′ = 0, i la inversa de la transformació (A.1) és:
 xj = Bji′x
 i′ + Cj , (A.2)
 on Cj = −Bji′C
 i′ i la matriu Bji′ és la inversa de la Ai′
 j :
 Bji′A
 i′
 k = δjk Ai′
 j Bjk′ = δi′
 k′ . (A.3)
 Direm que una magnitud és un escalar, si el seu valor no canvia en usar unescoordenades diferents.
 Així, com que la massa d’un cos, la seva càrrega elèctrica o l’energia cinèticano depenen de quin sistema de coordenades estem utilitzant:
 m′ = m, e′ = e , T ′ = T ,
 i diem que aquestes magnituds són escalars.Sovint les magnituds que es consideren són funció del punt de l’espai, com ara
 el potencial gravitatori, el potencial electrostàtic o la temperatura. Una funcióescalar es caracteritza per la llei de transformació:
 f(x1, . . . , xn) = f ′(x′1, . . . , x′n) . (A.4)
 Aquesta llei expressa el fet següent: per (x1, . . . , xn) identifiquem en les coor-denades C el mateix punt de l’espai que en les coordenades C′ identifiquem per(x′1, . . . , x
 ′n) i, com que el valor de la magnitud escalar en aquest punt no depèn
 de les coordenades utilitzades, se segueix immediatament la igualtat anterior.De vegades aquesta invariància no es compleix per a totes les transformacions
 (Ai′
 j ) del grup GL(n, IR), però continua sent vàlida si ens restringim a un subgrup.Així per exemple, la densitat d’un medi en l’espai de tres dimensions, que esdefineix per:
 ρ(x1, x2, x3) ≡d3m(x1, x2, x3)
 dx1dx2dx3,
 mentre que en el sistema de coordenades C′ tenim:
 ρ′(x′1, x′2, x
 ′3) ≡
 d3m′(x′1, x′2, x
 ′3)
 dx′1dx′2dx
 ′3
 .
 Com que el contingut en massa en un mateix element de volum és el mateix enels dos sistemes de coordenades, d3m(x1, x2, x3) = d3m′(x′1, x
 ′2, x
 ′3) i, com que la
 relació entre els elements de volum és:
 dx′1dx′2dx
 ′3 = |A|dx1dx2dx3 ,
 on |A| és el valor absolut del determinant de la matriu (Ai′
 j ), tenim finalment que:
 ρ′(x′1, x′2, x
 ′3) =
 1
 |A|ρ(x1, x2, x3)
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 i, per tant, ρ només és un escalar per a transformacions de determinant unitat.Així diem que: la densitat és un escalar sota transformacions lineals especials(del subgrup SL(n, IR) de matrius de determinant 1), o també que la densitat ésun escalar sota rotacions (del subgrup SO(n, IR) de les matrius que compleixenATA = I i detA = 1), però en canvi la densitat no és un escalar sota transforma-cions del grup lineal general Gl(n, IR).
 En general diem, doncs, que «tal magnitud» és un escalar «sota un subgrupde transformacions» si es compleix la igualtat (A.4) per a canvis de coordenadesd’aquest subgrup.1
 A.1.2 Vectors i covectors
 Direm que n magnituds V 1, . . . , V n són els components d’un vector si en ferun canvi de coordenades (A.1) es transformen d’acord amb la llei:
 V i′ = Ai′
 j Vj , i′ = 1, . . . , n . (A.5)
 Com a exemples tenim la posició relativa de dos punts de IRn o la velocitatd’un punt mòbil.
 Exemple A.1 Posició relativa
 Siguin P,Q ∈ IRn, amb coordenades (x1P , . . . , x
 nP ) i (x1
 Q, . . . , xnQ) respectivament
 en el sistema C. I siguin (x1′
 P , . . . , xn′
 P ) i (x1′
 Q , . . . , xn′
 Q ) les coordenades d’aquestspunts en el sistema C′. Llavors la posició de P relativa a Q en l’un i l’altre sistemave donada per les diferències de coordenades,
 ∆xi = xiP − xi
 Q , ∆xi′ = xi′
 P − xi′
 Q , i = 1, . . . , n .
 Se segueix immediatament d’aplicar (A.1) que:
 ∆xi′ = Ai′
 j ∆xj , i′ = 1, . . . , n .,
 que prova que ∆x1, . . . ,∆xn són els components d’un vector.
 Exemple A.2 El vector velocitat
 Per a un punt mòbil les coordenades varien en funció del temps t, d’acord ambl’equació paramètrica de la trajectòria: xi = xi(t). El paràmetre temps és un esca-lar perquè no canvia en variar el sistema de coordenades espacials. Així, d’acordamb la llei de transformació (A.1), l’equació paramètrica de la trajectòria en lescoordenades C′ és:
 xi′(t′) = Ai′
 j xj(t′) + Ci′ .
 1Si bé sovint no esmentarem explícitament aquest subgrup, serà el context en què estiguemtreballant qui el determinarà.
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 Els components de la velocitat s’obtenen derivant respecte al paràmetre temps,usant la relació anterior i tenint en compte que t = t′:
 V i′(t′) =dxi′(t′)
 dt′=
 d
 dt′
 “
 Ai′
 j xj(t′) + Ci′
 ”
 = Ai′
 jdxj(t′)
 dt′= Ai′
 j Vj(t) .
 Exemple A.3 La diferencial
 Diferenciant directament a l’expressió (A.1) tenim:
 dxi′ = Ai′
 j dxj , i′ = 1, . . . , n ,
 que prova que dx1, . . . , dxn són els components d’un vector.
 De manera semblant, direm que n magnituds α1, . . . , αn són els componentsd’un covector si en fer un canvi de coordenades (A.1) es transformen d’acord ambla llei:
 αi′ = Bji′αj , i′ = 1, . . . , n , (A.6)
 on la matriu Bji′ és la inversa de la Ai′
 j , definida per les relacions (A.3).
 Exemple A.4 L’equació d’una família de plans paral.lels
 En coordenades rectilínies l’equació d’un pla en IRn té la forma: k1x1 + . . . +
 knxn +D = 0, on k1, . . . , kn i D són constants. Si canviem D sense variar els kj ,
 j = 1, . . . , n obtenim un pla paral.lel a l’anterior. Per tant, un n-pla (k1, . . . , kn)caracteritza una família de plans paral.lels per mitjà de l’equació:
 kjxj +D = 0 , D ∈ IR . (A.7)
 Si passem a unes altres coordenades rectilínies xi′ relacionades amb les xj per unatransformació del tipus (A.1), tindrem que l’equació de la família de plans en lesnoves coordenades és:
 ki′xi′ +D′ = 0 , amb ki′ = kjB
 ji′ i D′ = D + kjC
 j . (A.8)
 Aquesta relació s’obté fàcilment de substituir (A.2) en (A.7) i reagrupar els termes.En conseqüència, les n quantitats k1, . . . , kn són els components d’un covector.
 Exemple A.5 La força
 A la mecànica newtoniana la força té tres components, F1, F2, F3, i es caracteritzaperquè en aplicar-la a un cos al llarg d’un desplaçament qualsevol ∆x1,∆x2,∆x3
 fa un treball W = Fj∆xj . Com que el treball de les forces aplicades a un cos es
 converteix en energia cinètica i aquesta magnitud és escalar, tindrem que en unesaltres coordenades:
 Fi′∆xi′ = W ′ = W = Fj∆x
 j ,
 que, si utilitzem (A.2) i reagrupem els termes, ens porta immediatament a:
 Fi′ = Bji′Fj .
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 De manera semblant als escalars, quan les n magnituds depenen del punt del’espai,
 • direm que V 1(x1, . . . , xn), . . . , V n(x1, . . . , xn) són els components d’un vec-tor, quan
 V i′ (x1′
 , . . . , xn′
 ) = Ai′
 j Vj(x1, . . . , xn) , i′ = 1, . . . , n
 • i direm que α1(x1, . . . , xn), . . . , αn(x1, . . . , xn) són els components d’un co-
 vector, quan
 αi′ (x1′
 , . . . , xn′
 ) = Bji′αj(x
 1, . . . , xn) , i′ = 1, . . . , n.
 Exemple A.6 L’operador gradient
 Com a conseqüència immediata del que acabem de dir, les derivades parcialsd’una magnitud escalar constitueixen el covector gradient. En efecte, si substituïmla llei de transformació (A.2) en la igualtat f ′(x′) = f(x) i apliquem la regla de lacadena, tenim
 ∂i′f′(x′) = Bj
 i′∂jf(x) .
 A.1.3 Objectes invariants
 Per mitjà d’objectes algebraics més abstractes, com ara un espai vectorial n-dimensional i el seu espai dual, En i E∗
 n, respectivament, intentarem justificar elperquè de les definicions donades fins aquí.
 Sigui ~e1, . . . , ~en una base de En i sigui ω1, . . . , ωn la base dual de E∗n, de manera
 que〈ωj , ~ei〉 = δj
 i , i, j = 1, . . . , n. (A.9)
 Siguin ara ~e1′ , . . . , ~en′ i ω1′
 , . . . , ωn′
 les bases de l’espai vectorial En i del seu dualE∗
 n definides, respectivament, per:
 ~ei′ = Bji′~ej , ωi′ = Ai′
 j ωj ,
 on (Ai′
 j ) i (Bji′) són les matrius regulars definides en (A.1) i (A.2). De les relacions
 (A.3) i (A.9) tenim que: 〈ωj′ , ~ei′〉 = δj′
 i′ . Per tant, la base ω1′
 , . . . , ωn′
 és la basedual de la ~e1′ , . . . , ~en′ .
 Si ara V 1, . . . , V n són els components d’un vector en el sistema de coordenadesC i V 1′
 , . . . , V n′
 són els components en el sistema de coordenades C′, llavors lacombinació
 V j~ej = V j′~ej′ ∈ En
 és un objecte invariant (independent de les coordenades).
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 Semblantment, si α1, . . . , αn i α1′ , . . . , αn′ són els components d’un covectoren els sistemes de coordenades C i C′, respectivament, llavors la combinació
 αjωj = αj′ω
 j′ ∈ E∗n
 és un objecte invariant.
 A.1.4 Tensors
 La definició de tensor és una generalització de les de vector i covector que hemdonat més amunt.
 Direm que np+q magnituds són els components d’un tensor p-covariant i q-contravariant si els valors T j1...jq
 i1...ipd’aquestes magnituds en el sistema de coorde-
 nades C i els seus valors Tj′1...j′qi′1...i′p
 en el sistema de coordenades C′ estan relacionatsper:
 Tj′1...j′qi′1...i′p
 = Aj′1l1· . . . · Aj′q
 lq· T l1...lq
 k1...kp·Bk1
 i′1· . . . ·Bkp
 i′p. (A.10)
 Notem que, d’acord amb aquesta definició, un escalar correspon al cas particularp = q = 0, un vector, al cas p = 0 i q = 1, i un covector, al cas p = 1 i q = 0.
 Exemple A.7 La delta de Kronecker
 Es coneix per aquest nom la matriu:
 δij =
 1 si i = j0 si i 6= j
 en qualsevol sistema de coordenades. És obvi que satisfà la relació (A.10) ambp = q = 1.
 Exemple A.8 La matriu de l’energia cinètica
 En les coordenades generalitzades x1, . . . , xn d’un sistema mecànic natural den graus de llibertat, l’energia cinètica té la forma: T = Tij x
 ixj , on xi són lesvelocitats generalitzades. El valor de T no canvia sota un canvi de coordenades(A.1) i, per tant,
 Ti′j′ xi′ xj′ = Tij x
 ixj .
 Si ara utilitzem la llei de transformació per als components de la velocitat, que ésun vector, com ja hem vist en l’exemple (1.2), obtenim que les magnituds Tij estransformen com un tensor 2-covariant.
 Exemple A.9 La delta de Kronecker covariant
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 Considerem ara les quantitats que en tots els sistemes de coordenades valen:
 δij =
 1 si i = j0 si i 6= j
 Per a una matriu regular (Bji′) no se satisfà en general que:
 δi′j′ = Bki′B
 lj′δkl .
 En canvi, aquesta relació sí que se satisfà si ens limitem a matrius (Bji′) de rotació
 (del subgrup SO(n)). Així, doncs, si bé δij no és un tensor 2-covariant general, síque és un tensor 2-covariant sota rotacions.
 Exemple A.10 El tensor de Levi-Civita
 En tres dimensions, es coneix per aquest nom el símbol ǫijk que en tots elssistemes de coordenades pren els valors:
 ǫijk =
 8
 <
 :
 0 si i = j , j = k o i = k1 si i , j , k estan en permutació cíclica−1 si i , j , k estan en permutació anticíclica
 És obvi que:ǫijk B
 il′ B
 jm′ B
 kh′ = det(B) ǫl′k′h′
 i que per tant, ǫijk no és un tensor 3-covariant general, però sí que és un tensor 3-covariant sota transformacions especials (del subgrup SL(n) de determinant unitat.
 De la llei de transformació (A.10) resulta que, si coneixem el valor de tots elscomponents d’un tensor en un sistema de coordenades, queden immediatamentdeterminats en qualsevol altre sistema. També que, si tots els components d’untensor són nuls en un sistema de coordenades ho són també en qualsevol altre.
 Disposició dels components d’un tensorPer raons pràctiques que veurem més endavant, els components d’un tensor espoden disposar en «matrius». Així, per a un tensor p-covariant i q-contravariant,amb p+ q = 2, escrivim les matrius quadrades:
 A11 . . . A1n
 .... . .
 ...An1 . . . Ann
 ,
 B11 . . . B1n
 .... . .
 ...Bn1 . . . Bnn
 ,
 T 11 . . . T 1
 n...
 . . ....
 T n1 . . . T n
 n
 p = 2 , q = 0 p = 0 , q = 2 p = q = 1
 o bé, per a un vector (p = 0, q = 1) la matriu columna:
 V 1
 V 2
 ...V n
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 i per a un covector (p = 1, q = 0) la matriu fila:(
 α1 α2 · · · αn
 )
 .
 Per a tensors de rangs p + q > 2 hauríem d’utilitzar «matrius» (p + q)-dimensionals que no es visualitzen tan fàcilment ni són tan pràctiques de manejar.
 Simetries i antisimetriesEn les disposicions matricials anteriors resulta obvi que A12 no és necessàriamentigual a A21, i en general Aij 6= Aji.
 Direm que un tensor, T ijklm per exemple, és simètric respecte a dos índexs
 covariants, posem el primer i el tercer, si
 T ijklm = T ij
 mlk , ∀i, j, k, l,m = 1, . . . , n . (A.11)
 La definició es generalitza de manera evident a qualsevol altra parella d’índexs delmateix tipus, tots dos covariants o tots dos contravariants.
 Si en permutar dos índexs els components del tensor canvien de signe, en comp-tes de romandre igual com en el cas anterior, direm que el tensor és antisimètric.
 Si apliquem les regles de transformació (A.10) es comprova fàcilment que si elscomponents d’un tensor tenen una simetria (respectivament, antisimetria) en undeterminat sistema de coordenades, també la tenen en qualsevol altre.
 A.1.5 Operacions amb tensors
 Amb les quantitats tensorials dels diversos tipus podem fer les operacions se-güents:
 Suma Si T j1...jq
 i1...ipi U j1...jq
 i1...ipsón els components de dos tensors del mateix rang, les
 np+q quantitatsW
 j1...jq
 i1...ip= T
 j1...jq
 i1...ip+ U
 j1...jq
 i1...ip
 són els components d’un tensor del mateix tipus. La demostració és imme-diata a partir de la linealitat de l’expressió (A.10).
 Producte Si T j1...jq
 i1...ipi U j1...jr
 i1...issón els components de dos tensors, de tipus no
 necessàriament iguals, llavors les quantitats:
 Zj1...jq+r
 i1...ip+s= T
 j1...jq
 i1...ip· U jq+1...jq+r
 ip+1...ip+s
 són els components d’un tensor (p+ s)-covariant i (q + r)-contravariant.
 Contracció interior Suposem que T ijklh és un tensor 3-covariant 2-contravariant,
 llavors les quantitats:V i
 lh = T ijjlh
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 són els components d’un tensor 2-covariant 1-contravariant, que s’anomenala contracció del segon índex contravariant i el primer índex covariant deltensor original.
 La demostració segueix la cadena d’igualtats següent:
 V i′
 l′h′ = T i′j′
 j′l′h′ = Ai′
 m · Aj′
 k · Tmkabc · Ba
 j′ ·Bbl′ ·Bc
 h′
 que per la relació (A.3) i la commutativitat del producte és igual a
 Ai′
 m · δak · Tmk
 abc · Bbl′ · Bc
 h′ = Ai′
 m · Tmkkbc · Bb
 l′ · Bch′ = Ai′
 m · V mbc ·Bb
 l′ · Bch′ .
 De manera semblant es defineix la contracció interior per a qualsevol pa-rella d’índexs, l’un covariant i l’altre contravariant, d’un tensor de rang p-covariant i q-contravariant. El resultat és un tensor de rang (p−1)-covarianti (q − 1)-contravariant.
 Dels comentaris que hem fet més amunt relatius a la permutació d’índexs, esdesprèn que, en general,
 T i′j′
 j′l′h′ 6= T j′i′
 j′l′h′ 6= T i′j′
 l′j′h′ etc.
 A.1.6 Criteris de tensorialitat
 Donarem tot seguit uns criteris que ens permeten d’inferir immediatament elcaràcter tensorial d’un conjunt de magnituds, així com el rang.
 Proposició 1 Les magnituds αi, i = 1, . . . , n són un covector si, i només si, pera qualsevol vector V j, j = 1, . . . , n la suma αjV
 j és un escalar.
 En efecte:
 1. Si αi és un covector, per a qualsevol vector V j , els productes αiVj formen
 un tensor 1-covariant, 1-contravariant, i la contracció interior és un escalar(tensor 0-covariant, 0-contravariant).
 2. Si αjVj és un escalar per a qualsevol vector V j , en un sistema de coordenades
 x′, relacionades amb les x per (A.1) tindrem:
 αjVj − αi′V
 i′ = 0
 i com que V j són els components d’un vector els podrem expressar en termesde les V i′ usant la relació inversa de (A.5), que ens portarà a
 (
 αjBji′ − αi′
 )
 V i′ , ∀V i′ ,
 que implicaαjB
 ji′ − αi′ = 0 ,
 és a dir, αj és un covector.
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 Les dues propietats següents són generalitzacions de l’anterior i es demostrend’una manera semblant.
 Proposició 2 np+q magnituds T i...jk...lm són els components d’un tensor p-covari-
 ant, q-contravariant si, i només si, per a qualsevol vector V j, j = 1, . . . , n la sumaT i...j
 k...lmVm és un tensor (p− 1)-covariant, q-contravariant.
 Proposició 3 np+q magnituds T i...jmk...l són els components d’un tensor p-covari-
 ant, q-contravariant si, i només si, per a qualsevol covector αj, j = 1, . . . , n la
 suma T i...jmk...l αm és un tensor p-covariant, (q − 1)-contravariant.
 Per aplicació iterada d’aquestes dues propietats es demostra el criteri general:
 Proposició 4 np+q magnituds Ti1...iq
 j1...jpsón els components d’un tensor p-covari-
 ant, q-contravariant si, i només si, donats r covectors αi, . . . , βj qualssevol i s
 vectors V j, . . . , W k qualssevol, la suma Ti1...iq
 j1...jpαi1 . . . βir
 V j1 . . .W js és un tensor
 (p− s)-covariant, (q − r)-contravariant.
 A.2 Mètriques
 Una mètrica és un tensor 2-covariant i simètric.Si denotem els components de la mètrica per gij , i V i i T j són dos vectors
 qualssevol, la contracció gijViT j és sempre un escalar que anomenem producte
 mètric de V i i T j per gij .Aquest producte mètric és:
 bilineal perquè si λ i µ són escalars i V i, W j i T k són vectors, es compleix:
 gij(λVi + µW i)T j = λgijV
 iT j + µgijWiT j
 gijVi(λT j + µW j) = λgijV
 iT j + µgijViW j
 simètric perquè gijViT j = gijT
 iV j , gràcies al fet que gij = gji.
 A.2.1 Mètriques no degenerades
 Direm que els vectors T i i V j són ortogonals (respecte a la mètrica gij) quan:
 gijTiV j = 0 .
 És evident que el vector T i = 0, i = 1, . . . , n és ortogonal a qualsevol altre,però en general pot donar-se que una mètrica admeti vectors T i que, sense sernuls, siguin ortogonals a tots els altres. En aquest cas, la relació d’ortogonalitatgijT
 iV j = 0, ∀V j vector, implica que la contracció
 gijTi = 0 , j = 1, . . . , n (A.12)
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 per a alguns T i 6= 0.Direm que una mètrica és no degenerada quan (A.12) només es compleix per
 a T i = 0.Notem que, donada gij , la igualtat (A.12) és un sistema lineal homogeni que
 han de satisfer els components d’aquells vectors T i que són ortogonals a tots elsaltres. La mètrica és no degenerada si (A.12) només admet la solució trivial, és adir, si i només si
 det(gij) 6= 0 .
 De la propietat multiplicativa del determinant del producte de matrius i del fet queen canviar de coordenades els components de la mètrica siguin gi′j′ = gklB
 ki′B
 lj′
 resulta que det(gi′j′) = det(gkl) det(Bki′ )
 2, i la propietat anterior és independentde les coordenades.
 Exemple A.11 El producte escalar ordinari
 En coordenades cartesianes ortogonals, el producte escalar de dos vectors T i iV j es defineix com:
 nX
 i=1
 T iV i = T iV jδij .
 Els components de la mètrica són doncs —en coordenades cartesianes— gij = δij .En un sistema de coordenades qualssevol, xi′ , relacionat amb el cartesià, xj , peruna relació del tipus (A.1), tindrem
 gi′j′ = δklBki′B
 lj′
 i en general gi′j′ 6= δi′j′ , si no és que ens limitem a canvis de coordenades cartesia-nes ortogonals, per als quals les matrius jacobianes pertanyen al subgrup ortogonalO(n) = Bk
 i′ ∈ Gl(n) ; δklBki′B
 lj′ = δi′j′.
 El producte escalar ordinari és, a més, una mètrica no degenerada, perquèdet(δij) = 1 6= 0.
 Direm que una mètrica és definida positiva (respectivament, negativa) si per aqualsevol vector T i 6= 0 es té:
 gijTiT j > 0 , (respectivament, < 0).
 A.2.2 La mètrica inversa
 Si una mètrica és no degenerada, com que la matriu (gij) té determinant dife-rent de zero, té una inversa que denotarem momentàniament per γij :
 γijgjk = δik , gijγ
 jk = δki (A.13)
 Teorema 1 Les quantitats γij formen un tensor 2-contravariant.
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 En efecte, si contraiem amb Ak′
 j la relació (A.10) per a gjr, obtenim:
 Ak′
 j gk′j′ = gjrBrj′ .
 Això ens permet d’escriure:
 γljAi′
 l Ak′
 j gk′j′ = γljAi′
 l gjrBrj′ ,
 que reordenant les contraccions dóna
 δlrA
 i′
 l Brj′ = Ai′
 l Blj′ = δi′
 j′ .
 Si ara contraiem la igualtat γljAi′
 l Ak′
 j gk′j′ = δi′
 j′ amb γj′s′
 s’arriba a la relació queprova el teorema.
 A.2.3 L’operació de pujar i baixar índexs
 Donat un tensor mixt, T ijklm, per exemple, podem assignar-li un tensor covariant
 (5-contravariant en el cas de l’exemple), que denotarem per la mateixa lletra ambsubíndexs, definit per la contracció:
 Tijklm ≡ T rsklmgirgjs . (A.14)
 Aquesta operació s’anomena baixar índexs i és invertible ja que, per contraccióamb la mètrica inversa tantes vegades com calgui, tenim també
 Tijklmγirγjs = T rs
 klm . (A.15)
 L’operació inversa s’anomena pujar índexs.Amb aquestes operacions, una mètrica no degenerada permet d’establir una
 correspondència biunívoca entre els tensors mixtos p-covariants, q-contravariantsi els tensors (p+ q)-covariants. De manera que podem mirar tots els tensors comtensors covariants als quals s’han pujat tots o alguns dels índexs.
 En aquest punt és convenient introduir dues puntualitzacions en la notació:
 1. La mètrica inversa γij coincideix amb el tensor que resulta de pujar els índexsde gij , com es desprèn de la cadena d’igualtats següent:
 gij = grsγirγjs = γirδj
 r = γij .
 Per això, d’ara endavant emprarem gij en comptes de γij .
 2. Quan pujem un índex covariant o en baixem un de contravariant hem d’es-pecificar de quin índex es tracta. En el cas general que el tensor Tijk notingui cap simetria, no és el mateix griTijk que griTjik i seria ambigu de-notar aquests dos tensors pel mateix símbol T r
 jk. Una notació convenientés:
 T r.jk ≡ griTijk T .r
 j.k ≡ griTjik
 Tijk ≡ girTr.jk Tjik ≡ girT
 .rj.k
 Els llocs buits entre els subíndexs i els superíndexs marquen quin és l’índexque ha pujat o ha baixat.
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 B.1 Element d’hipersuperfície
 Una hipersuperfície és una varietat d’una dimensió menys que l’espai que laconté. En l’espaitemps quadridimensional, una hipersuperfície té tres dimensions.Per descriure un element d’hipersuperfície en l’espaitemps procedirem de manerasemblant a com es fa amb un element de superfície (2 dimensions) en R
 3, el qualés descrit per un vector de tres components que té per mòdul la magnitud de lasuperfície elemental i està orientat perpendicularment a ella.
 Una hipersuperfície Σ en IRn+1 ve donada per les seves equacions paramètri-ques:
 xµ = xµ(a1, . . . , an) , µ = 0, 1, . . . , n. (B.1)
 Per a cada valor fixat dels paràmetres (a1, . . . , an) tenim un punt a Rn+1. Su-
 posem que les funcions xµ(ai) són derivables amb continuïtat tantes vegades comconvingui, i suposem que la matriu jacobiana té rang n.
 L’hiperplà tangent a Σ en el punt xµ(a1, . . . , an) és generat per les combinacionslineals dels n vectors independents:
 tµi = ∂aixµ(a1, . . . , an) , i = 1, . . . , n.
 Considerem ara un vector eν ∈ Rn+1 que no sigui tangent a Σ en cap dels seus
 punts. Si introduïm ara el paràmetre auxiliar a0, les n+ 1 relacions:
 xµ = xµ(a1, . . . , an) + a0 eµ , µ = 0, 1, . . . , n (B.2)
 defineixen un canvi de coordenades a Rn+1. En efecte, el jacobià és:
 J ≡ det
 (
 ∂xµ
 ∂aν
 )
 = det(eµ, tν1 , . . . , tρn) ,
 on eµ i tνj són vectors columna de n + 1 components. Com que hem escollit eµ
 linealment independent dels tµj , el determinant jacobià és diferent de zero i les
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 relacions (B.2) es poden invertir. La relació inversa:
 aν = aν(x0, . . . , xn)
 defineix unes coordenades curvilínies adaptades a la hipersuperfície, ja que en totsels punts de Σ es compleix:
 a0(x0, . . . , xn) = 0 ,
 que dóna també una equació implícita per a la hipersuperfície.Si usem el símbol totalment antisimètric de Levi-Civita a n + 1 dimensions,
 ǫµ0...µn, que val 0, si hi ha dos índexs iguals, i ±1 segons si µ0 . . . µn és una
 permutació parella o senar de 0 . . . n , podrem expressar J com a:
 J = ǫµ0...µneµ0tµ1
 1 . . . tµnn ,
 llavors la condició que eµ no és tangent a la hipersuperfície es pot escriure així:
 eµVµ = J 6= 0 amb Vµ = ǫµν1...νntν11 . . . tνn
 n . (B.3)
 P
 eµ
 Q
 nµ
 Considerem ara el (n + 1)-cub curvilini determinat pels vèrtexs diagonalmentoposats xµ
 P = xµ(ai) i xµQ = xµ(ai + dai) + da0eµ (vegeu la figura). D’acord amb
 la regla de canvi de coordenades curvilínies en una integral múltiple, l’element devolum és:
 dn+1x = |J | da0 dna = |(da0eµ) (Vµdna)| , (B.4)
 on dna = da1 . . . dan. En la figura es representa gràficament aquest volum. Ésun (n + 1)-paral.lelepípede que té per base l’element d’hipersuperfície dnΣ i peraresta lateral da0eµ. Si nµ és el covector unitari ortogonal a Σ en P , l’altura ésda0|eµnµ|, i el (n+ 1)-volum del paral.lelepípede és:
 dnΣ da0 |eµnµ| ,
 que, comparat amb (B.4), ens porta a:
 dnΣµ ≡ dnΣ nµ = ±Vµ dna , (B.5)
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 que s’anomena covector element d’hipersuperfície. L’arbitrarietat en el signe estàassociada a l’elecció de l’orientació de Σ.
 Exemple B.1 Hiperplà temporal en l’espaitemps
 L’equació implícita d’un hiperplà té la forma:
 bµxµ = k , (B.6)
 on bµ 6= 0 és un covector (vegeu l’exemple A.1.2), k és un escalar i tant l’un coml’altre són constants. Suposarem que el covector és de tipus temps i, per tant,b4 6= 0 .
 Podem prendre com a equacions paramètriques de l’hiperplà:
 xi = ai , i = 1, 2, 3 x4 =1
 b4(k −~b · ~a) . (B.7)
 La base de vectors tangents a l’hiperplà és:
 tµi =∂xµ
 ∂ai= (δ1i , δ
 2i , δ
 3i ,−
 bib4
 ) .
 Si apliquem (B.3), tenim: Vµ = bµ/b4, i l’element d’hipersuperfície és:
 d3Σµ = ± bµb4d3a = ± bµ
 b4d3x . (B.8)
 Com que bµ és de tipus temps, hi ha un sistema de referència S† en què: b†µ = ±b†δ4µ(amb signe − si apunta cap al futur). L’equació implícita en S† és: x4† = −k/b†i correspon a un hiperplà d’esdeveniments simultanis segons S†. Les equacionsparamètriques en S† són:
 xi† = ai† , i = 1, 2, 3 x4† = constant
 i l’element de superfície (B.8) és:
 d3Σ†µ = ±(0, 0, 0, d3a†) = ±(0, 0, 0, d3x†) , (B.9)
 que, si b†µ = b†µ/b† és el covector unitari, es pot expressar com a:
 d3Σ†µ = ±b†µ d3x† .
 En el sistema propi, l’element d’un hiperplà d’esdeveniments simultanis té tots elscomponents nuls excepte el temporal, que és igual a l’element de volum propi.
 Notem que, si Lµν és la transformació de Lorentz que passa de S a S†, de manera
 que xµ† = Lµν x
 ν , els components del covector estan relacionats per:
 bµ = Lνµ b
 †ν = L4
 µ b† .
 Com que L44 = γ−1, (B.8), (B.9) i el fet que l’element d’hipersuperfície és un co-
 vector ens permeten escriure la relació entre els elements de volum tridimensionals:
 d3x =1
 L44
 d3x† = γ−1 d3x† ,
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 que concorda amb el fet que la dimensió espacial paral.lela a la direcció del movi-ment de S respecte a S† es contrau en un factor γ−1, mentre que les dimensionstransversals no es contrauen.
 Exemple B.2 Superfície espacial
 Considerem la hipersuperfície Σ d’equacions paramètriques:
 xi = xi(u, v) , i = 1, 2, 3 , x4 = ct t0 < t < t1
 S2
 ncdt
 d2S
 Representa les línies d’univers dels punts d’una superfície S2 estacionària en elsistema de referència, entre els instants t0 i t1. D’aplicar (B.3) resulta:
 Vµ = ([∂u~x× ∂v~x], 0)
 i, de (B.5), tenim:d3Σµ = ±c dt du dv ([∂u~x× ∂v~x], 0) ,
 és a dir,d3Σµ = ±c dt d2S (n, 0) ,
 on du dv [∂u~x× ∂v~x] = d2S n és el vector element de superfície en l’espai tridimen-sional (vegeu la figura).
 B.2 El teorema de Gauss-Ostrogradski
 La versió del teorema de Gauss-Ostrogradski que utilitzem en algunes partsd’aquest text és la següent:
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 Teorema Sigui Aµ(xν) un camp de quadrivectors, amb derivades parcials contí-nues en un cert domini D de l’espaitemps i també en la seva frontera ∂D. Suposem,a més, que aquesta frontera és diferenciable i orientable, i n’escollim l’orientaciócap a l’exterior. Llavors:
 ∫
 D∂µA
 µ(x) d4x =
 ∫
 ∂DAµ(x)d3Σµ . (B.10)
 També utilitzem el següent corol.lari:
 Corol.lari Si Aµν1...νn(x) és un camp de tensors que compleix les mateixes con-dicions de derivabilitat en D i ∂D que en el teorema anterior, llavors també:
 ∫
 D∂µA
 µν1...νn(x) d4x =
 ∫
 ∂DAµν1...νn(x)d3Σµ . (B.11)
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Apèndix C
 Transformada de Fourier i funcionsgeneralitzades
 Presentem aquí alguns resultats i propietats de la transformada de Fourieri algunes funcions generalitzades que apliquem a la integració de l’equació delpotencial del capítol 10.
 C.1 Transformada de Fourier
 La transformada de Fourier d’una funció f(~x), ~x ∈ Rn, es defineix per:
 F(f) ≡ f(~k) = (2π)−n/2
 ∫
 Rn
 dn~x ei~k·~xf(~x) . (C.1)
 En rigor, la transformada de Fourier d’una funcio només està definida si la funcióés absolutament integrable, és a dir, si
 ∫
 R|f(~x)| dn~x < +∞.
 La primera propietat que fa interessant la transformada de Fourier és quesota determinades condicions (que es compleixen generalment en els casos que ensinteressen aquí) es pot invertir i la inversa és:
 f(~x) = F(f) ≡ (2π)−n/2
 ∫
 Rn
 dn~k e−i~k·~xf(~k) . (C.2)
 Aquesta darrera expressió es pot interpretar com una descomposició de la funcióf(~x) en superposició d’ones planes, on ~k és el vector d’ona.
 Altres tres propietats que fan útil la transformada de Fourier per a la resoluciód’equacions en derivades parcials són les següents:
 La transformada de Fourier de les derivades:
 F(~∇f) = −i~kf(~k) . (C.3)
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 La transformada de Fourier del producte per la variable:
 F(~xf) = −i~∇kf(~k) . (C.4)
 La transformada de Fourier de la derivada respecte a un paràmetre:
 F(∂tf(~x, t)) = ∂tf(~k, t) , (C.5)
 on f és la transformada de Fourier respecte a la variable ~x.
 El teorema de convolució
 Donades dues funcions f(~x) i g(~x), el seu producte de convolució es defineixper:
 f ∗ g(~x) ≡∫
 Rn
 dny f(~x− ~y)g(~y) (C.6)
 si la integral és convergent. En aquest cas, si la transformada de Fourier de f ∗ gexisteix, es té que:
 F(f ∗ g) =1
 (2π)n/2
 ∫
 Rn
 dnx ei~k·~x∫
 Rn
 dny f(~x− ~y)g(~y)
 =1
 (2π)n/2
 ∫
 Rn
 dnz
 ∫
 Rn
 dny ei~k·(~z+~y)f(~z)g(~y) = (2π)n/2f(~k) g(~k) .
 Aquesta relació entre la transformada del producte de convolució i el productede transformades de Fourier es coneix com a teorema de convolució . La relacióinversa de l’anterior és:
 F(f g) =1
 (2π)n/2f ∗ g . (C.7)
 La identitat de Parseval s’obté com a cas particular d’aquesta última relació,per a g(~x) = f∗(−~x). En aquest cas g(~k) = f∗(~k) i per a ~x = 0 el primer membrede (C.7) dóna:
 F(f f∗)~x=0 =1
 (2π)n/2
 ∫
 Rn
 dnk f(~k) f∗(~k)
 i si fem el canvi ~z = −~y, el segon membre és:
 1
 (2π)n/2(f ∗ g)~x=0 =
 1
 (2π)n/2
 ∫
 Rn
 dnz f(~z) f∗(~z) .
 D’aquí resulta el que s’anomena identitat de Parseval:∫
 Rn
 dn~x |f(~x)|2 =
 ∫
 Rn
 dn~k |f(~k)|2 . (C.8)
 Exemple C.1 Una interpretació física de la identitat de Parseval
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 Imaginem un camp electromagnètic lliure, ~E(~x, t) i ~B(~x, t). L’expressió anàlogaa (C.2) per als camps és:
 ~E(~x, t) = (2π)−3/2
 Z
 R3
 d3k ~E(~k, t)ei~k·~x
 ~B(~x, t) = (2π)−3/2
 Z
 R3
 d3k ~B(~k, t)ei~k·~x
 La identitat de Parseval diu en aquest cas que:
 Z
 R3
 d3x
 ~E2
 c2+ ~B2
 !
 =
 Z
 R3
 d3k
 | ~E|2c2
 + | ~B|2!
 , amb | ~E|2 ≡ ~E · ~E∗
 que dóna l’energia total del camp expressada com a suma de les contribucions
 d3E = d3k“
 | ~E|2/c2 + | ~B|2”
 , de cada ona plana.
 Relació d’incertesa
 Una altra propietat molt important que fa referència a la complementarietatde les dispersions d’una funció i la seva transformada de Fourier és la relació d’in-certesa. Siguin f(t) i f(ω), t, ω ∈ R la seva transformada de Fourier. Suposaremque f(t) està normalitzada, és a dir,
 ∫
 |f(t)|2 dt = 1, i com a conseqüència de laidentitat de Parseval, f(ω) també ho estarà. Sigui δt la desviació estàndard de lavariable t respecte a la distribució de probabilitat |f(t)|2:
 (δt)2 ≡∫
 R
 dt(t− 〈t〉)2|f(t)|2 , amb 〈t〉 ≡∫
 R
 dt|f(t)|2t .
 Si δω és la desviació estàndard de ω en un sentit anàleg, es pot demostrar que, engeneral,
 δt · δω ≥ 1 . (C.9)
 (Compareu aquesta relació amb les relacions d’incertesa: δp · δx ≥ ~ i δE · δt ≥ ~.)A tall d’il.lustració considerarem l’exemple:
 f(t) = (2πσ)−1/4e−t2/4σ ,
 en què |f(t)|2 és una gaussiana centrada en t = 0 (amb 〈t〉 = 0) amb desviacióestàndard δt =
 √σ. La transformada de Fourier és:
 f(ω) =
 (
 2σ
 π
 )1/4
 e−ω2σ ,
 i |f(ω)|2 és una altra gaussiana centrada en ω = 0 i de desviació estàndard δω =1/(2
 √σ). D’aquí resulta que: δt · δω = 1/2 ∼ 1.
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 C.2 Funcions generalitzades
 En la utilització que en farem, les funcions generalitzades sempre apareixensota un signe d’integral i multiplicades per altres funcions que són derivables ambcontinuïtat fins a un cert ordre.
 La funció de Heaviside
 La funció de Heaviside o salt unitat es defineix per:
 Θ(x) =
 0 , x < 01 , x ≥ 0
 ,
 Si la multipliquem per una funció contínua f(x) de suport afitat (és a dir, f(x) = 0per a |x| suficientment gran) i integrem dóna:
 ∫
 R
 dx f(x)Θ(x) =
 ∫ ∞
 0
 dx f(x) . (C.10)
 La funció δ de Dirac
 La funció Θ no té derivada en x = 0, i per tant Θ′(x) no és una funció definidaa tot arreu. Tanmateix, si f(x) és una funció contínua, sí que està ben definidala integral
 ∫
 Rdx f(x)Θ′(x). Si integrem per parts i utilitzem que f és de suport
 afitat, tenim:∫
 R
 dx f(x)Θ′(x) = −∫
 R
 dx f ′(x)Θ(x) = −∫ ∞
 0
 dx f ′(x) = − [f(x)]∞0 = f(0) .
 Aquesta propietat serveix per definir la funció δ de Dirac:∫
 R
 dx f(x) δ(x) = f(0) , f ∈ C0(R) . (C.11)
 Del que hem dit fins ara, resulta que:
 Θ′(x) = δ(x) . (C.12)
 Notem que δ(x) no és pròpiament una funció. Hauria de valer 0 per a qualsevolx 6= 0 i ∞ per a x = 0. En certa manera es pot entendre com el límit per a ǫ→ 0de la successió de funcions:
 gǫ(x) =0 si |x| > ǫ/21/ǫ si |x| < ǫ/2
 però no un límit punt a punt, que no existeix perquè limǫ→0 gǫ(0) = ∞, sinó en elsentit que:
 limǫ→0
 ∫
 R
 f(x) gǫ(x) dx = f(0)
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 per a qualsevol funció contínua f .Si apliquem (C.11), la transformada de Fourier de la funció δ és:
 δ(k) = (2π)−1/2
 ∫
 R
 dx eikxδ(x) = (2π)−1/2 , constant, (C.13)
 i per la definició (C.2) de la transformada inversa:
 δ(x) = (2π)−1/2
 ∫
 dk e−ikx(2π)−1/2 = (2π)−1
 ∫
 R
 dk e−ikx . (C.14)
 Notem que la part real dóna:∫
 R
 dk cos(kx) = 2πδ(x) . (C.15)
 Una propietat que ens serà molt útil és:
 δ(g(x)) =∑
 g(a)=0
 1
 |g′(a)|δ(x− a) . (C.16)
 La derivada de la funció δ
 Si utilitzem la regla d’integració per parts a la definició (C.11), podem definirla derivada de la funció δ com a:
 ∫
 R
 dx f(x) δ′(x) = [f(x)δ(x)]+∞−∞ −
 ∫
 R
 dx f ′(x) δ(x) = −f ′(0) , (C.17)
 on hem anul.lat el terme de frontera perquè suposem que f(x) és de suport afitat.
 C.3 Càlcul de les integrals 10.10
 Aquí calcularem les integrals:
 I0(~x, t) ≡∫
 R3
 d3k
 (2π)3/2
 sin(ωt)
 ωf(~k)e−i~k·~x
 I1(~x, t) ≡∫
 R3
 d3k
 (2π)3/2cos(ωt)f(~k)e−i~k·~x
 necessàries per avaluar la solució de l’equació diferencial parcial (10.2). És fàciladonar-se que la segona s’obté de la primera per derivació respecte a t:
 I1(~x, t) = ∂tI0(~x, t) . (C.18)
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 Per calcular I0 recordarem que f(~k) és la transformada de Fourier de f(~x) itindrem:
 I0(~x, t) = (2π)−3
 ∫
 R3
 d3k e−i~k·~x sin(ωt)
 ω
 ∫
 R3
 d3y f(~y)ei~k·~y ,
 o, si invertim l’ordre de les integrals,
 I0(~x, t) =1
 (2π)3c
 ∫
 R3
 d3y f(~y)
 ∫
 R3
 d3k e−i~k·(~x−~y) sin(kct)
 k. (C.19)
 La integral sobre ~k la podem calcular utilitzant coordenades esfèriques, ambla direcció ~x− ~y com a eix polar. Obtenim així:
 L(~r, t) ≡∫
 R3
 d3k e−i~k·~r sin(kct)
 k
 =
 ∫ ∞
 0
 dk k2
 ∫ 1
 −1
 dξ
 ∫ 2π
 0
 dφsin(kct)
 ke−ikrξ , (C.20)
 amb ξ = cos θ. Si calculem les integrals respecte a φ i ξ, usem que:
 ∫ 1
 −1
 dξe−ikrξ =
 [
 e−ikrξ
 −ikr
 ]1
 −1
 =2 sin(kr)
 kr
 i simplifiquem, obtenim:
 L(~r, t) =4π
 r
 ∫ ∞
 0
 dk sin(kct) sin(kr)
 =2π
 r
 ∫ ∞
 0
 dk cos[k(ct− r)] − cos[k(ct+ r)] . (C.21)
 Finalment, si tenim en compte la relació (C.15), arribem a:∫
 R3
 d3k e−i~k·~r sin(kct)
 k=
 2π2
 r[δ(ct− r) − δ(ct+ r)] , (C.22)
 que substituïda a (C.19) dóna:
 I0(~x, t) =1
 4πc
 ∫
 R3
 d3yf(~y)
 |~x− ~y| [δ(ct− |~x− ~y|) − δ(ct+ |~x− ~y|)] . (C.23)
 També, usant (C.18) tindrem:
 I1(~x, t) =1
 4π
 ∫
 R3
 d3yf(~y)
 |~x− ~y| [δ′(ct− |~x− ~y|) − δ′(ct+ |~x− ~y|)] . (C.24)

Page 333
                        

Bibliografia complementària
 Els textos que enumerem tot seguit poden servir com a complement per apro-fundir en la major part dels temes que hem tractat aquí.
 Relativitat especial (introductori)
 (1) Born, M., Einstein’s theory of relativity. Dover, 1962.
 (2) French, A. P., Relatividad especial. Reverté, 1974.
 (3) Massó, E., Curs de relativitat especial. UAB Servei de Publicacions,1998.
 Relativitat especial
 (1) Rindler, W., Introduction to Special Relativity. 2a ed., Oxford Univ.Press, 1991.
 (2) Bergmann, P. G., Introduction to the theory of relativity. Dover,1976.
 (3) Landau, L. D. i Lifshitz, E. M., Teoría clásica de los campos. 2aed., Reverté, 1973.
 Relativitat (aspectes històrics)
 (1) Einstein, A. et al., The Principle of Relativity. Dover, 1952.
 (2) Miller, A. I., Special theory of relativity. Addison-Wesley, 1981.
 (3) Pais, A., ‘El Señor es sutil ...’ La ciencia y la vida de Albert Einstein.Ariel, 1984.
 Electromagnetisme
 (1) Jackson, J. D., Classical Electrodynamics. 2a ed., John Wiley, 1975.
 (2) Marion, J. B., Classical electromagnetic radiation. Academic Press,1965.
 (3) Panofsky, W. K. H. i Phillips, M., Classical electricity and mag-netism. 2a ed., Addison Wesley, 1971.
 (4) Rohrlich, F., Classical charged particles. Addison Wesley, 1990.

Page 334
                        

336 Bibliografia complementària
 Òptica i ones
 (1) Born, M. i Wolf, E., Principles of Optics. Cambridge UniversityPress, 1999.
 (2) Brilouuin, L., Wave propagation and group velocity, Academic Press,1960.
 Mecànica i mètodes matemàtics
 (1) Goldstein, H., Mecánica clásica. Reverté, 2002.
 (2) Sudarshan, E. C. G. i Mukunda, N., Classical dynamics: a modernperspective. John Wiley and sons, 1974.

Page 335
                        

Solucions dels problemes
 Capítol 1
 1.1 t = 2 h t⊥ =√
 81/20 h t‖ = 2, 025 h
 1.3 M = 0, 44 10−4 dines cm
 1.4 30,7 segons i 16,55 minuts respectivament.
 1.5 β = 26, 57 , θ = 60, 77 , d = 0, 18 anys llum, quan l’estel més properestà a 4 anys llum.
 1.6 coeficient= 0, 435± 0, 051 i per a l’aigua 0,437.
 1.7 3,3 10−3 Å
 Capítol 2
 2.1 x = 225000012, 5 m t = 1, 2500000417 s
 2.3 v = 0, 0995 c, v = 0, 7071 c i v = 0, 995 c
 2.4 t =12 h 50 m, d = 7, 2 108 km, t = 13 h 30 m i t = 16 h 30 m.
 2.5 (a) µr =c
 D
 β sin θ
 (1 + β cos θ), µa =
 c
 D
 β sin θ
 (1 − β cos θ)
 (b) β = 0, 91, cos θ = 0, 35
 2.7 A S′, t′ = 1310−7 s. A S, t = 10−7 s. La tornada a S′, t′ = 2
 310−7 s i a St = 1, 1 · 10−7 s.
 2.8 tanα′ =tanα
 γ, Lombra =
 l0√
 1 − v2/c2√
 1 + (1 − v2/c2) tan2 α
 (
 1 − v
 ctanα
 )
 ,
 Lmax = l0, Lmin = 0.
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 2.9 τ0 = 1, 25 10−8 s.
 2.10 a) d′ = 3l, b) d′ = l/3, c) No hi ha cap sistema en què es pugui aturarels fotons i superposar un regle a la seva separació. De fet es tracta d’efecteDoppler i no de contracció de longituds.
 2.11 limn→∞
 vn = c.
 Capítol 3
 3.1 a) ∆τ = t0√
 (1 − v/c)/(1 + v/c), b) ∆τ = t0(1 − v/c)/(1 + v/c).
 3.2 a) v0 = c/11, b) v = 11c/61.
 3.3 a) ν′ = ω0
 √
 (1 − w/c)/(1 + w/c) on w = 2v/(1 + v2/c2)
 b) ν′ = ω0
 √
 (1 − v/c)/(1 + v/c)
 3.4 Moviment perpendicular:
 tanθr
 2=
 1 − β
 1 + βtan
 θi
 2, νr = νi
 1 + 2β cos θi + β2
 1 − β2.
 Moviment paral.lel: θr = θi i νi = νr.
 3.5 a)dN
 dΩ=N0
 4π
 1 − v2/c2
 (1 − v/c cos θ)2.
 b) Si diem q a la fracció Nf/Nb, tenim v = cq − 1
 q + 1.
 3.6 a) u′ = c
 √
 1 − (1 − v2/c2)(1 − u2/c2)
 (1 − uv/c2 cos θ)2, on cal posar θ(θ′) que val
 cos θ =u cos θ′ + v
 √
 u2 + v2(1 − u2/c2 sin2 θ′) + 2vu cos θ′.
 Si són fotons, u = c, i la fórmula anterior se simplifica i dóna:
 cos θ =u cos θ′ + v
 c+ v cos θ′.
 Per a un t′ la figura que formen les partícules ve donada per:x′ = u′(θ′) sin θ′ cosφ′, y′ = u′(θ′) sin θ′ sinφ′ i z′ = u′(θ′) cos θ′ .
 b)dN
 dΩ′ =N
 4π
 u2(1 − v2/c2)(u + v cos θ′)
 (u2 + v2 − u2v2/c2 sin2 θ′ + 2vu cos θ′)3/2.
 3.7 Ba = Br
 (
 1 − β
 1 + β
 )2
 .
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 Capítol 4
 4.1
 L =
 (1 + γ)/2 (1 − γ)/2 0 −γv/(c√
 2)
 (1 − γ)/2 (1 + γ)/2 0 γv/(c√
 2)0 0 1 0
 −γv/(c√
 2) γv/(c√
 2) 0 γ
 4.2 a) Sí. No. b) No. Sí, un que es mou amb velocitat ~v = c(0, 9 , −0, 3 , 0)respecte al sistema en el qual hem mesurat els esdeveniments B1 i B2.
 4.3 a)
 L =
 1I3 +γ − 1
 β2~β ~β⊤ −γ~β
 −γ~β⊤ γ
 amb ~β = −~a/a4 = −~a/√~a2 +m2 .
 b) Igual però ara ~β =2(a4 + b4)
 (a4 + b4)2 + |~b− ~a|2(~a−~b) .
 4.5 τ = 2, 6 10−8 s.
 4.8 (a) lµ = γ(v, v/c), (b) wµ = (w, 0) i tµ = (v × w, 0), amb w ⊥ v,
 (c) lµ =1
 vbµ +
 b4
 vγ
 (
 uµ
 c− lµ
 β
 )
 , wµ = ωtµ, tµ = −ωwµ, amb ω arbitrari.
 Capítol 5
 5.1 E = 4√
 2 GeV, m = 4/c2 GeV, v = 0, 18c.
 5.2 a) M0 = 2
 (√
 mpT
 2c2+m2
 p −mp
 )
 = 17, 6/c2 GeV, b) γm = 1, 298.
 5.3 ν =∆E
 h
 (
 1 − ∆E
 2mc2
 )
 .
 5.4 a) ν = 2mec2/h. b) ∆E =
 √M0c4 + 4h2ν2 −M0c
 2 .
 5.5 Em = 4mec2 .

Page 338
                        

340 Solucions dels problemes
 5.6 a) Eγ =1
 2(√
 2Tmπc2 + T 2 + T +mπc2) = 1131 MeV,
 Eγ′ =1
 2(−√
 2Tmπc2 + T 2 + T +mπc2) = 4 MeV .
 b) θ = arccos
 (√
 2Tmπc2 + T 2
 T +mπc2
 )
 = 6, 8 .
 5.7 cos θ =hν(n2 − 1) + 2E
 2n√E2 −m2c4
 , b)θm = arccos
 (
 E
 n√E2 −m2c4
 )
 ,
 c)E ≥ mc2n√
 n2 − 1.
 5.8 ~F ′ =~F + (γw − 1)(~F ~w)/w2 − γw(~F~v)/c2~w
 γw(1 − ~v ~w/c2).
 5.9 T =4
 ω
 ∫ A
 0
 dx1 + ω2(A2 − x2)/(2c2)
 (A2 − x2)1/2√
 1 + ω2(A2 − x2)/(4c2)≈ 2π
 ω
 (
 1 +3ω2A2
 16c2
 )
 .
 Capítol 8
 8.2 ~β = β~E × ~B
 | ~E × ~B|amb
 β
 1 + β2=
 c| ~E × ~B|~E2 + c2 ~B2
 .
 8.3 Escollim el fil en la direcció de l’eix Z. En les coordenades cilíndriques r, ϕ, ztenim:
 a) ~E′ = 0, ~B′ =µ0I
 2πreϕ. b) ~E =
 γvµ0I
 2πrer, ~B =
 γµ0I
 2πreϕ.
 c) ρ = γIv/c2 δ(x)δ(y), ~ = γIδ(x)δ(y)k. d) Dóna el mateix que b).
 8.4 Usem les mateixes coordenades del problema anterior. En el sistema de la
 barra ~E′ =γ−1ρ
 2πǫ0rer i ~B′ = 0, en el sistema de l’observador ~E = γ ~E′ i
 ~B =vρ
 2πǫ0c2reϕ .
 8.5 a) Si√
 x2 + y2 > R, jµ = 0; si√
 x2 + y2 < R, jµ = 1/(π[x2 + y2])(Ik, λc) .b) Si jµ és de tipus temps hi haurà un sistema S′ en el qual ~′ = 0, onsolament hi ha camp elèctric. La velocitat de S′ respecte a S és ~v = kI/λ.Si jµ és de tipus espai hi haurà un sistema S′ en el qual j4
 ′
 = 0, on solamenthi ha camp magnètic. La velocitat de S′ respecte a S és ~v = kc2λ/I.c) Si cλ > I, existeix S′ en què ~B′ = 0. Si cλ < I, existeix S′ en què ~E′ = 0.d) Si cλ = I, el camp electromagnètic és singular.
 8.6 Si ∇ · ~A 6= 0 fem ~A′ = ~A+ ~∇φ, amb ∇2φ = −~∇ · ~A i aleshores ∇ · ~A′ = 0.
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 8.7 a) Si ~B = (0, 0, B), ~A = (0, Bx, 0) + ~∇f(x, y, z) .b) Suposem que el fil està sobre l’eix Z, en coordenades cilindríques (r, ϕ, z),
 tindrem A4 = 0, Ar = Aϕ = 0, Az = −µ0I
 2πln r .
 8.8 Suposem que la càrrega es mou en l’eix de les X i que en l’instant t = 0,passa per l’origen de coordenades aleshores tenim:
 Aµ = (v/c, 0, 0, 1)1
 4πǫ0
 qγ
 c√
 γ2(x− vt)2 + y2 + z2.
 Capítol 9
 9.1 F = 2, 3 · 10−22 N i F = 7, 8 · 10−23 N respectivament.
 9.2 ~a =q
 mγ
 [
 ~E + ~v × ~B − ( ~E · ~v) ~vc2
 ]
 .
 9.3 (a) B =mΩ
 q
 1√
 1 − Ω2R2/c2.
 (b) Suposem que ~B = (0, 0, B) i que S′ es mou amb velocitat ~w = (w, 0, 0)respecte de S. L’energia en el sistema S′ varia segons la llei:
 E ′ =mc2γw
 √
 1 −R2Ω2/c2
 (
 1 +wRΩ
 c2sin Ωt
 )
 , on t(t′) s’obté de l’equació implí-
 cita: t′ = γw
 (
 t+wR
 c2[cosΩt− 1]
 )
 .
 La variació temporal de l’energia en S′ és:
 dE ′
 dt′=
 mwRΩ2 cosΩt(
 1 + wRΩc2 sin Ωt
 )√
 1 −R2Ω2/c2, que s’ha de comparar i coincideix
 amb la potència del camp elèctric en S′, ~E′ = (0,−γwBw, 0).
 9.4 B =
 √E2 −m2c4
 qcR.
 9.5 a) Ln =πc
 ω
 √
 (nqV )2 + 2mc2nqv
 mc2 + nqV.
 b) Inicialment Ln ≈ πc
 ω
 (
 2nqV
 mc2
 )1/2
 , finalment Ln ≈ πc
 ω.
 9.6 a) Agafem l’eix Z en la direcció ~B, l’eix X en la direcció de ~E, aleshoresla transformació de Lorentz amb velocitat ~u = ~E × ~B/| ~B|2 anul.la el campelèctric i té la direcció positiva de l’eix de les X , a S′ solament hi ha campmagnètic en la direcció de Z i val B′ = B(1 − E2/(c2B2)). En S′ podem
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 agafar les mateixes condicions inicials que a l’apartat 9.1.2.
 b) ~x′(t′) = (−R cos(ωLt′), R sin(ωLt
 ′), v′‖t′), on R =
 mγv′v′⊥qB′ i ωL =
 qB′
 mγv′
 .
 c) t = γu(t′ + ux′/c2) = γu(t′ − uR cos(ωLt′)/c2) dóna de forma implícita
 el canvi de paràmetre. y = y′ = R sin(ωLt′), z = z′ = v′‖t
 ′ i finalmentx = γu(x′ + ut′) = γu(−R cos(ωLt
 ′) + ut′).
 9.7 a) a = qEc/E0, b) vx =v0√
 1 + a2t2, vy =
 cat√1 + a2t2
 , on v0 = p0c2/E0
 c) x(t) = x0 +v0a
 arcsinh(at), y(t) = y0 +c
 a
 √
 1 + a2t2
 d) T =E0
 qEcsinh
 (
 qEl√
 E20 −m2c4
 )
 ,
 e) tan θ =E0
 √
 E20 −m2c4
 sinh
 (
 qEl√
 E20 −m2c4
 )
 .
 9.8 d) x = − p0
 qB(cos θ − 1), y =
 p0
 qBsin θ, z =
 E0
 qE
 [
 cosh
 (
 Eθ
 Bc
 )
 − 1
 ]
 .
 9.9 a) l = 1, 47 m, λ = 3, 27 · 10−10 C/m.
 b) F † =2, 36 · 10−16
 rNm t1 = r0
 √
 2/k∫ y1
 0 ey2
 dy, on y =√
 ln(r/r0) , i
 k = 2, 88 · 10−3 m2s−2 .
 c) t1 = 0, 132∫
 √ln 4
 0ey2
 dy .
 Capítol 10
 10.2 Els únics components diferents de zero són Qxx = q/5(2a2 − b2 − c2), Qyy =q/5(2b2 − a2 − c2), Qzz = q/5(2c2 − a2 − b2). On q és la càrrega total, ia, b, c són els semiexos. Hem triat l’origen de coordenades en el centre del’el.lipsoide.
 10.3 Els únics components diferents de zero són Qxx = q/2(a2 − b2), Qyy =q/2(a2 − b2), Qzz = q(b2 − a2).
 10.4 Un cop feta la mitjana temporal tenimdI
 dΩ=p2
 8πω4(1 + cos2 θ) .
 10.5dI
 dΩ=p2
 8πω4 sin2 θ
 sin2(7π/2 sin θ cosϕ)
 sin2(π/2 sin θ cosϕ).
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 10.6 dI = f ′(
 cos θ − v/c
 1 − v/c cos θ, ϕ
 )(
 1 − v2/c2
 1 − v/c cos θ
 )2
 .
 Capítol 11
 11.1 a) 〈dPdΩ
 〉 =q2ω4
 0a2
 32π2c3ǫ0sin2 θ , P =
 q2ω40a
 2
 12πc3ǫ0.
 b) 〈dPdΩ
 〉 =q2ω4
 0R2
 16π2c3ǫ0
 (
 1 − 1
 2sin2 θ
 )
 , P =q2ω4
 0R2
 6πc3ǫ0.
 11.3 a) x(t) =d√
 E20 −m2
 ec4
 eVarcsinh(
 ceV
 dE0t), y(t) = 0,
 z(t) =dE0
 eV
 [√
 1 +c2e2V 2
 d2E20
 t2 − 1
 ]
 .
 b) tc =d
 2c
 √
 1 +4E0
 eV. c) Lm =
 d√
 E20 −m2
 ec4
 eVarccosh(
 d
 2+
 dE0
 eV) .
 d) E(tc) =e4V 2E2
 0
 12πǫ0m4ec
 8d
 √
 1 +4E0
 eV.
 11.4 a)dEdt
 =q4λ2γ2
 24π3ǫ30c3m2
 1
 r2
 [
 1 − (xβx + yβy)2
 r2
 ]
 .
 b) E =q4λ2γ2
 0
 24π2ǫ30c3m2
 1
 bv0
 (
 1 − v20
 2c2
 )
 . c)dP
 dΩ=
 q4λ2
 32π4ǫ30c3m2
 sin2 θ
 b2.
 11.5 b)dE
 dt= −q
 3Bγ30v
 20
 3ǫ0c3msin2 θ. c) τ = T (1 − β0 cos2 θ).
 11.6 a) E+ =q3Bv2
 0
 12ǫ0c3m(1 − v20/c
 2)3/2. b) E− = − q3Bv2
 0
 4ǫ0c3m(1 − v20/c
 2)3/2.
 11.8 a) E(t) = mc2E0 +mc2 tanh k(t− t0)
 mc2 + E0 tanh k(t− t0)on k =
 q4B2
 6πǫ0c3m3.
 c) E = E0e−2k(t−t0). d) r = ro
 1
 cosh kt+ γ0 sinhkt.
 Capítol 12
 12.1 ~E =∫∞−∞
 ~Ekei~k~rd3k, amb ~Ek = −i q~k
 2π2k2, ω = 0 .
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 12.2 La polarització és plana perpendicular a n i en el pla format per ~a i n, és adir ~ǫ = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ) .
 12.3 En coordenades esfèriques:
 ~E(~x, t) = Eθ sin (ωt− kr − ϕ+ π) θ + Eϕ sin(
 ωt− kr − ϕ+π
 2
 )
 ϕ .
 Polarització el.líptica amb Eθ =ω2µ0m0
 4πcr, Eϕ = Eθ cos θ
 i φ1 − φ2 = π/2.
 12.4 Per a f1 tenim ∆x =√
 2/α i ∆k = α/2. Per a f2 tenim ∆x = 1/α i∆k = α/2.
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